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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В последние десятилетия :мы стали свидетелями Rорен­
ных иsменений в нау:не. Еще никогда научные достижения 
не оRазывали таного воздействия на энопомику, :мпровоз­
зрспие, на образ жизни. Наука стала одной из немногих 
об:1астсй 1 где экономический эффект в неско.r1ьно раз пре­
вышает вложенные средства. Расходы на научные исс.т~е­
дованин n бюджетах развитых стран уте превышают де­
сятки миллиардов долларов. 

Однано рааnитие науки поставило много сложных проб­
лем. За последние 15-20 лет в паучных щ:урналах было 
опуб.'пшовано столько же новых статей, снолыю sa всю 
предшествующую историю. Сейчас. не только в пауке., во 
и во :многих отраслях техники {Шериод полураспада эна­

ю1Й:J) (то время, за ноторое должна обновиться по.'1овина 
знаний, необходимых для успешной работы) не превыша­
ет 3-5 лет. В :\Пiре существует более 30 тыс.Rч научных 
журналов. Происходит быстрый рост «информационного 
шума», повышается степень дублиропания научных раз­
работан. С.'lедить за работами коллег и среди :моря «.~:иш­
ной>: информации выбирать нужную стало гораздо тру1~нее. 

На ПО;\ЮЩЬ приходит научно-популярпая литература. 
~· нее появились новые задачи и новый круг читателей. 
Это препще всего сами ученые, преподанатели, студенты. 
Специализация часто оказывается насто.ттьЕ.о глубоной, 
что ученый не мтн:ет с.11едить за современными достижени­
ями на уровне оригинальных публикаций даже в сметных 
об.rrаетях и ~1цет по:мощи от научно-популярных 1ш1Iг~ 
брошюр, статей. Причем эта аудитория оназалась оче11ь 
:многочис.1енн011:. Ведь тольно н наrпей страно насчитьша­
етсл более по.тутора миллионов научных работников. 

Особенно важным представляется :знаномство широн.ого 
:ируга читателей с научными ;~;остижения1'ш, норснным: об­
разом меняющи:\-ш технологию научных исследований. 
Многие из них сnязаны с испо:~ьзовапием вычислительной 
техники, применением методов информатики, с вычисли­
тельным э:ксперименто:\1. 

ЭВМ, если ее эффективно использовать, позволяет в хо­
де научных исследований получать новые данные быстрее 
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и с более высоким качество~1. Она епособна активизировать 
процесс обучения, сделать более доступными многие ма­
тематичес:н:ие дост:шнения. Сегодюr персональный КО.\шъю­
тер дает возможность вести содержательные исс.~:едованил, 

используя большой нруг мате~1атичесних ~юделей: фиsпки. 
х1впш, биологии. Ш:ко.ттьннни и студенты на занятиях по 
информатике могут сейчас знаRО:\ПIТьсл с тюш 3адачам.и, 
над1юторыми ученые работали не 2000, а 5-10 .лет назад. 
Это должно заинтересовать молодет:ь наукой, покааать 
возможностп :ЭВМ, повысить математическую культуру. 

Номпьютrры поаволи.:пr не тольяо проводить расчеты 

с оrро:мной точностью и исследовать слоншейшис пропес­
сы. Они помогли по-новому nзrJiянуть на мпогио физи­
ческие и математические теории, привели я поннлепшо 

JIOnыx идей и методов, к разработне :междисциплинарных 
подходов, измони:1и облин современного естествознания. 
Рлд таиих и;:~;ей и подходов обсу~н:даетсн в Jтой книге. Дру­
гие рассматрипаютсл в сборнике й'lомпьютсры, ~юдели,, 
вычислительный энсперимент», :н:оторый вышел в иадате.1ь­

стве <(Наука» в '1988 году. Оба сборнина рассчитаны наши­
роний нруг читатолей. Часть материала u них может быть 
исnо.rтьзоnана в nреподаванп:и информатини. Вместе с тем,, 
псноторые обсуждаемые идеи будут интересны и сnециалис­
там1 ноторые хотят по.зпаrщмиться с вычислительным эк­

спериментом, математическнl\r моделированием и их ролью 

в познании за ионов природы. 

Анадомик А, А. Самарский 



СТРУКТУРЫ 

В НЕЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ 

С. П. КУРДЮМОВ, Г. Г. МАЛИНЕЦКИй, А. Б. ПОТАПОВ, 

А. А. САМАРСКИЙ 

1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Ногда по жттдкости распростралнетс.11 сотрп· 
ссшн:, то от;:~;с •• ьные ее <Jастицы, совершая взад 

11 uпсрсд uссьма малые но.1сuанПJr, -ускорнютсп 
п sамедллюгсл no закону мант11ика. 

И. Пъютон. l\lатематичес1ше начала 
натуральной фипософ"и 

.• , матсмагичесная форм у.;щроuка nо.'lученных 
физиком зачастую 11с стrш1юм точных :жспсри­
мснтальных данных п.рююдит в щ·1юмtюм числе 

СЛ)'ЧС\СА к у;:Щ!JИТСЛЬIIО 'J'O'JllUMY ОllИС<НfИЮ широно­
го 1тасса яп:гений. 

Э. Виmер. Этюды о с11ш,1с·1·р11и 

Вопросы о двин>ении, переходе постспон:ных :кол11чест-
1:1енны.х пзмснений 11 качественные, появлении у ЦС'.тJОrо 
свойств, поторьнш пе обладает ни одна из частей, nолно­
вали еще древних философов. Об этом напоминают их 
блестящие парадо.кс,ы, глубо1ше афоризмы, стройные и 
Jюг:пчпые теории. Предметом размышлений мнших фпло­
софс:ютх школ о:каза.т1ось соотношение днснретно1·0 и не­
прерывного п природе. Непрерывное при :этом свн:Jына.т1и с 
плаnншш.1 изменениями, с сохранспием основных енойств 

об1.екта 1 диенрстпые - со снач.ками, с пояплеш1е~1 1юuых 
н:ачеств. 

Вопрос этот оназалсл очень rлубоним. Развитие остест­
венных наук заставляло еще и еще раз ноэврnщаться I( 

HB!\.Iy. 

Ученых XI Х в. поразило наличие nолповых снойстn 
у света, ноторый они представляли иан: пото1\ диснретных 
частиц. }{ глубОIШ:'l.IУ пересмотру фундаментальных пош1-
1·ий привело н ХХ в. создание ивантопой механини. Он11-
за.1ось, что дискретные и непрерывные сnой:ства материи 

нсль.зн противопоставлять друг другу! что они неразрын­

но сnнзаны между собой. 
Выяснилось и другое важное обстоятельство. Анализ 

многих яnлений требует сочетания диснрепюrо и непрl~­
рынного подходов. И nопрос о соотношении тех иш1 дру­
:Г11х свойств при построении теории оказывается далеко 
непростым, От его успешного решения часто заnпсит, н.·-
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ско.11ьRо rлубоно нам удшпся разобр;пься в иэучае~юм объ· 
екте. 

Трудно представить, накие достижения современной 
наунп 1 поиааались бы наиболее удивительными ученым 
прошлых венов. Но, наверное, они были бы очень удив­
леnы тем, что много явлений удалось попять п описать с 
помощью математи:ки. Сейчас. мы воспринимаем, нак само 
собой разумеющееся, что можно рассчитать полет косми­
ческого корабля, движение самолета в сю~ых разных ре­
жимах~ процессы в плазме, где вещество нагрето до сотен 

миллионов градусов. Между тем еще в XVI в. уtrеные и не 
предполагали, что можно изучать заноны двюненил шид­

ности илп передачи тепла с по~ющью математини. «Непос­
тиншмал эффеитиввоетъ мате:матини в естественных нау­
нах» 1 оназалась сuяэана с построением содера·штельных 
математичесних моделей разных явлений. 

Научное исследование предполагает выделение наиuо4 

лее существенных черт в изучаемом явлении. Часто выде­
ление таких черт поавол яет перейти к более npoeTONIY объ­
екту, который правильно отражает основные заиономер­
ности нвления и дает возможность по~~:учать о нем новую 

информацию. Таной объект и называется моделыо. 
Современные достишевия науни и техники были: бы не4 

мыс.'lимы без эффентивных математ:ич:ес1шх моделей. Они 
являются вашпой частью общечеловечосной: нультурыr 
на которой построено все здание естественных наун. 

В этой и следующей главах в качестве моделей прини­
маются различные уравнения, но да.1ее мы познаноми:мся 

и с другими тип юш1 моделей. 

Расена;ызм об одной простой задаче, при решении 
которой были развиты 11,шогие ключевые идеи. Рассмотрим 
струну, по ноторой: ударили n наqальный момент. Попро­
буем описать ее дви;нение. 

Ясно. что оно будет колебатсльны~r. Простой образ ко­
лебательпоrо двишении дает математичесний tнаятнин ИJIИ 
гру:шк на uруilшнке. Общи:м для ни.х яnллетсн то, что при 
отнлонснии от положения равноnссия возн1ш.ает возвра­

щающая сила, пропорциональная отнлонепию F = -kx. 
Поснольку F = та = mdYx/dt2, мы приход.им к уравве· 
1шю нолсбаний 

m2 = k/m. (1.1) 

Его решения хорошо известны х = А sin wt + 
+ В cos (J}t. Постоянные А и В определяются положением 
--
1 Э. Вигнер. «Этюды о симметрии»~ 
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Рис. 1. Мо;:~.ел11рование 
1 1<олебан:ий струны 

!7 1 .r 

и сRоростью н начальный момент. Можно nоказать, что 
аналогичным уравнением онисываетен и двю1\ение другой 

системы - грузика массой т, н Rоторому при:креп.т~ены 
две невесомые нити (п.~:и пружинки) одинаRовой длины1 
натянутые с силой F 0 (рис. 1, а). При отклонении rрузпка 
от полошения равновесия (считается, что сила тяжести 
отсутствует) nозпииает возвращающая сила Fь = 
= --2Р sin а (а - угол откJюнения от горизонтали). Если 
отилонение и мало, то можпо пренебреqь растяжением ни-

тей, считать F ~ F 0 , sin а~ 2u/l0 , откуда ти" = - 4 ~: и. 
Получилось уравнение (t.1), где ffi2 = 4-F 0/(ml 0 ). 

Фактичесни мы решили задачу о ко.1ебании струны, 
вся масса ноторой сосредоточена в центре. Для однородной 
струны с массой т и длиной l 0 это слиuшом грубое при-
6.nюкение, поэтому заменим ее набором N шари~юв ~rассой 
µ = т/1\/, расположенных на расстоннии h = l/N друг 
от друга (рис. 1, 6) и соединенных нитюш, натянутыми 
с силой F 0 (таним же образом в 30-х годах Х\ТI 11 в. рас­
суждали IIоганн и Даниил Бер:ну."lли, ноторые Известны 
и иак выдnющиеся ги;:~:родинамики). Обозначим через Ик 
отнлонение k-ro шарика от положения: равновесия и бу­
дем считать, что разница в отнлонениях соеедпих шариRов 

мала: 1 щ - Uк-1 1 ~ h. Рассуждая тюс,rш, можно полу­
чить выражение для возвращающей силы k-ro шарин:а (до­
nуспн1, что шари:ии могут двигаться только в перненди­

:кулярном направлении): 
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т. е. 

d2uJ... - Folo ( и~·+1 - 2иk + ZL!f-1 )' • 

dl"' - т . h~ 
(1.2) 

Длn hрайних шарин:ов k = 1 и k = N уравнение (1.2) 
выrшщит несиолыю пшэ.че (читатель rtrmнeт по.тrу~шть его 
сnм:остоятельно ). Решив ату систем:у, можно перейти в от­
вете :к пределу, считnл что N--+ оо, а h--+ О. 

Одна:ко есть и другой путь - перейти к пре~елу в еа~юм 
ураnнепии. Будем считать и непрерывной функцией не 
только по t, но и по х. 3ам:ети.м, что U1:-1 = и (t, х - h),. 
иliн = и (t, х + h), вырашение в скобнах n уравнении 
(1.2} можно записать таи: 

и (t, :z; + h) - 2и (t, х) +и (r, х - !•) 
h2 

__ 1_ [и(!, х + h)- п {t, х) _ и (t, х) - п (t, .х- h) J -,i li h • 

Если з афинсироnать t = t 0 и устремить h к ну шо 1 то 
в преде.ТJе по.ТiучаетеА вторая произnоднан и (trJ, х) по х 
(посноль]{у t 0 фиксировано, и (t 0 , х) - функция топько х),; 
которап называется частной производной по х и обоавача­
етсн в отличие от обычной д2 и(дх2 , или ихх· Стоящая слева 
в уравнении (1.2) вторая произво;щал по вре;~.шни теперь 
берется дш1 финсированноrо значения х, т. е. получается 
частная производная по вре!11ени ин. Возюшает уравнение 
в частпых производи,ых 

{1.3) 

пазыnае.\юе волновым. Нонцы струны будем считать жест­
ко закрепленными, с."Iсдовате:1ьпо, получасы граничные 

ус.ловил и (t, О) = и (t, l) = О. 
Вывод уравнения (1.3), впервые сделанный выдюощи\.1-

ся фрющу:·сюrм М<1темапшом Д 'Аламбером, означал пере" 
ход от набора материалLных точек R непрерывной среде. ~10-
дели различных сред игра.ют принципиальную роль в со· 

nре.\1еююй: nаунс. 
Д • Аламбер пе только выписал первое уравнение матеиа­

'IИЧеской физики, но и нашел его общее решение 

и = j (х - ct) + g (х + ct). (1.4) 

Это очень интсреснап формула, ей удобно пользовать~ 
ся, ногда возмущение еще не дошло до концов струны. Бу~ 
дем счит[lт~-., что функция g = О. Тогда опа оnисьшает бе­
гущую вправо волну. Ч rобы найти решение в :\юмент вре-; 
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меш1 t, надо прямо ваять начальную функцию и (О, х) и 
перенести ее вправо вдопь оси х на расстояние ct 
(рис. 1, в). 

Решение при изменении времени: оказывается подоб­
ным себе. Оно относится к важному к.ТJассу сююподобпых 
или авто.~1одельпых решений. Далее мы познако~шмея: с 
другими автомо;з;е1rы1ыl\ш решениями и увидю.1, какую 

бо;~ьшую ро.~ь они играют при исследовании различных 
явлений. 

Если считать ! = О, то формула (1.4) дает волну,. бе­
гущую влево. Общее решение получается наJiоrt.шнисм 
илп суперпозицией двух бегущих волн. 3досr, мы встре­
чаемся с очень полезным пршщипом суперпозиции: ес­

ли удается найти раздичные решения .1инейноrо уравне­

ния U11 .••• UN, ТО любал их КО:\Iбинация: и = СХ1И1 + ... 
. . . + ri.Nll,v, где а1 , ••• 1 a.,N - постоянные nе.1ичпны,: 
таюке удовлетnоряет уравнению. Этот принцип намного 
упрощает изучение ,тпшейных уравнений, он позво.1нет 

из частных (имеющих определенные начальные данные 
и (О, х)) сшивать общее решение (ноторое описывает про­
цесс. прп любых гдадRих начальных фушщиях и (О, х)). 

Общее решение найдено, однако использовать ого для 
оппсанпя колебаний струны не просто. Действительно" 
:мы ударили по струне, впраuо и влево в соответствии с фор­
мулой (1.1) п01п.rти две но.1ны. Они дохоJТ;ят до 1юнцо13 стру­
ны, каким-то образом отражаются и идут в обратную сто­
рону. В но1-ще Rонцов возникает устаноnпnшийся рсжюr, 
оппсьшать который с помощью фор:м:у.111 (1.4) неудобно. 
Попытаемся: найти другой путь. 

Вернемся н волновому урапнению и оnять nоспольау­
емся аналогией- с малтнином. Поскольку струна соверша­

ет колебате.'Iыrое движение, бу;::~:ем исRать решение нашей 
задачи n виде 

и = (.4 sin ыt + В cos wi) z (х). ( 1 . .5) 

Если подставить эту формулу n уравнение и учестh, что 
струна закреплена на концах, поJiучится задача 

2" (х) + Лz (х) = О, Л = ю2/с2 , 
z (О) = 2 (l0) = О. (1.{j) 

Смыс.тr фушщии z очень простой - она определнст,1 
Rак распределены отклонения в струне, ноторан rюлсб.ттст­
ся с частотой w. 

Посмотрим внимательно на уравнения (1.1) и (1.6). Они 
совпадают1 эпачит1 совпадают 11 их решенин. Но поСI{О.'IЬ· 
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ку z (О) = i (l[)) = О, задача (1.G) и~~сет решение не прв 
всех Л, а только при некоторых: 

z11 = sin (лnxll 0 ), Л11 = (лn.IZ 0) 2 , ш~ = Лnс2 , (1.7) 

п =0, 1, 2, ... 

Ясно, что установившиеся колебания ~югут существо­
вать, ес.1и на длине струны укладьrпается: целое число 

nолуnолн, что видно иа формуды (1.7). Смысл этой форму­
лы тан.ов: числа Лл (их называют собствею-tыми аначени­
Я.,\.tU) определяют, с накой частотой мо11\еТ нолебаться 
струна (собственные частоты Wn); фушщии z11 (х) пазьша­
ются собственны:.\m функциями. Задачу (1.6) называют 
вадачей на собственные значения. Поско.тtь:ку собствен­
ных :значений Лn бос1юнечно много, их удобно прону­
меровать в порядне nозрастания п = О, 1, ... 

Исходя иэ соотношенил (1.7) :\Южно выписать общее 
р0шение волнового уравнения в виде суммы 

00 

и (х, !) = J;; (Ап sin ront + Bn cos Wnt) sin "~~' . (t .8) 

Оно по виду сю1ъпо отличается от форму~""Iы (1.4). Рав­
ноправность обоих решений да.11ено неочевидна. Этот воп­
рос стал основой научной дисиуссии, развернуnшейсrr в 
середине XVIJ 1 в., известIIой 1саи «Спор о струне». В ней 
приняли участие выдающиеся математики и механики Эй­
лер, Д' Аламбер, Лагранж. Дискуссия nозволи.1а не тольно 
убедиться в ~швивалентности двух решений~ но и лучше ра­
зобраться в уравненинх, описывающих разные среды. 

Формула (1.8) дает возможность nрос.1едить соотно­
шенпе пепрерывноrо и циснретпого в этой задаче. 

Если мы бу;1,ем исRать авто:\юдельные решения волно­
nого уравнения па этот раз в виде стоячей волны 

и (х, t) = Сп (t) sin (лпх/10), 

flO окажется, что для разных Сп (t) получаются уравнения 
d2cn (t) 2 

dt2 + W,tCn (t) =О, n =О, 1, 2, ... 

По это вновь уравнение для груаика на пружинке. Зна­
чпт, струна оказывается эквивалентной бесионечному мно­
)J:оеству независимых малтнинов. Интересно и другое -
в непрерывной задаче, описывающей :колебания струны,: 
есть дискретный набор собственных ч:астот. Непрерывное 
Jf дисl\ретное вновь оказываются тесно связанными~ 
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Можно тольно удивляться, юш много вадач удается 
решить, по.J:ьзуясь во:~новы~1 уравнением и методами, раз­

виты~ш: при его и3учении. Простейший пример - акус­
тика, наука о распространении sвука. В пей возникает 
то те самое во.1новое уравнение, в котором постоянная 

с = -V ур/р. Вывод этого уравнения также оказыnается 
очень наглядным, n нe?tt используются лишь простейшие 
свойства газов и законы :механи1ш. 

Тем iHe уравнением оnисьшаются волны на поверхности 
· жидкости, имеющей малую глубину (по сравпенпю с дли­
ной во.1ны). Лагранж установил, что n этом слуqае с = 

·= V gh, где g - ускорение свободного пuдепия; Ji - г.1у­
бина iНИД:Н:ОСТИ. 

Эти достижения математичесной фиэики, позволившие 
из простейших законов природы получить паашые и глу­

бокие следствия, не утратили своего знаr~ени.п и в паше 
вре.ю1. 

Одним из блестящих достижений физики стало соз­
дание нвантовой иехашши. В 1926 г. австрпйсни.й фиsиl( 
Э. Шредингер получил уравнение, ноторое определяет 
волновые свойства :материи. Оно может рассматриваться 
юш один из наиболее глубоких законов природы~ извест­
ных ученым: 

in д'iJ = - ~ д2Ф + и (х) 11, п h 
дt 2т дхz 'У• = 2n • 

Здесь i = J/ -1; h - постоянная Планка (h = 6,626t 
.10-34 Дщ ·с) - о;ща 113 фунда:\rентальных величин, харан· 
теривующих заноны микромира; \/; (х, t) = 'Р 1 {х, t) + 
+ i'Ф 2 (х, t) - та:к называемая волнован фушщин (Ч1 1 и 

'Ф2 - действительные, 1 'Ф 1
2 = 'Ф~ + '1; - определяет неро­

ятность нахождения: частицы в точке х n мо~rепт нремени 
· t); И (х) - потенциа.;J, п котором находитсл частица. Соз­
дание лазеров и многих элентронных приборов, развитие 
большинспза высоноточных методов ана.1и:за в физике, хи­
мии, спснтрос1~опии бы.10 бы нсмысли~ю без глубокого 
анализа зтого уравнения. 

При его исследовании, ка:к и в задаче о струпе, цеп­
тра.'IЫrЫ:.\[ моментом явлнетсл построение набора частных 
решений (ноторые оказываются автомоде.11ьными), что при­
водит н звдачо на собственные эначениn. 

Если представить ф в виде 'Ф = ехр ( iEtlh) qJ (х)~ то д:нr 
<р (х) получится ураnпепие 

п2 

2т <р" (х) + Е<р = U (х) rp. (1.9) 
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rпс. 2. Пrпмf'рЫ собствеппых функ~ 
ц11й уравненин Шрединruра длн ато­
мн IIOДOJJ0113 

ПространствеtшЭ.'1 аавпспмостr, nJ101·1юr:·rи 

ПCfIOflTHOCTИ 1 ф 12 ilRЛFICTCf! фуници~й 1'0JIL­

.кo u.1:1yx rт('pt>~J('IПIЫJ<.: z и r = Vx 2 +у•; 
а - п ~ 1, т = l = u; б -· n = 4, l = :J, 
т =::J 



Будем считать, что U = О при О < х -< l и U (х) = оо 
в остальных то ЧR ах. В этом ел учае ( 1. 9) со впадает с зада­
чей цлн струны, которую мы уже решили. Для: нее м:ы зна­
ем и собстпенные значения и собственные фушщии. 

Собственные значения характеризуют набор возмо;н­
ных эпеггий элентрона, а собственные функции - так 
нш ываr:\1ые чистые состояния (:это те же самые стоячио 
волны). Ес;~и эпентрон находится в та.ном состош-пп1, то, 
измеряя его энергию, получим одно и то же значение. Ве­
роятность найти элентрон R ра3личных точ:иах простран­
ства та:ю-не от времени не зависит. В других состош-шнх 
это не тан. 

Одним из салrых замечательных результатов в истории 
юзаптовой механи:ки было объяснение сnен.трон простей­
ших атомоn и заRоно:мерностей, наблюдаемых n период~1-
ческой таблине Менделеева. 

Д."Iя того чтобы понят~;, с чем снлзапо наличие дискрет­
ных линий, например n спектре ато:\~а водорода, п уметь 
теоретичесни предсказывать этот спектр, ну;..н:но решить 

то са.мое уравнение Шредингера. 
Элентрон в атоме nодорода движется вокруг протона, 

поэтому n соответствии с аакопо:и I-\улона U = -e2/r 
(r - расстояние от протона). ПоснольRу двишепие про­
исходит о трехмерном пространстве, уравнение зашt~пе:тея 

в виде 

ih ~ = _ !!':_ { (12~) д2ф а2ф ) _ e2lp 
iН 2т \ д.-r 2 + д.1.1 2 + dz2 r · ( 1.10) 

Дейстnуя в точности так же, нак в случае со струной~ 
мтнто получттп:. задачу па собственные значения и найти 
их нолпчестnеннью значения, иоторые замечательно со­

г.ттасуются с результатами наблюдений. Праnда, собствен­
ные фун1щии здесь будут слонаrее (обычные синусы и ко­
сиnусы не подхоп;ят). Поснольку задача решается в трсх­
мерно1'-r пространстве, то у них будет пе один, а три ин­

дене а, 1р = 'Ф11, 1. m· (п хара1,теризует энергию элеt\тр<Шаi 
Еп ...__. -1/п2 ; l - угловой момент; т - маrнптпыс свой­
ства этого состоянии). 

Примеры двух собствеппых фу1шций предстаnлены 
на рис. 2. 

Нес~-~отрн на то что их вид доволыю сложен, они :\югут 
быть найдены после рн;::~;а ана~"lитичесних вr.1клал;ок. С урав­
неюшм Шредингера связано i1 061,яспениесвойсгв химичес­
ких эле~~ентов. 

Все эти дост:иженпн показ<1.ли ученым, что 011 и пер rю 
понимают многие rлубоние и тошше законы приропы, име-
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ют хорошие математические модели в ряде областей и эф­
фсRпшные средства их анализа. Переход от диснретноrо 
к пепрерывном:у оказался очень плодотворным в изучении 

nрироды. 

Но точ«у эдесь ставить рапо, на сцену выхолит г.1авны.й 
герой нашего рассиаза - нелинейность. Посмотрим еще 
раз на задачи, о которых говорилось выше. 

При малых отилоненинх от по:южения равновеснн еи­
nу можно бы.110 определить из линейного соотношенип 
F = -kx. Но отклонения не всегда малы, и тогда надо 
nользоnаться более точными выражениями: для иаятпииа 
F = -k sin х, для пружины F = -kx - f3x 3 , для стру­
ны надо учитывать растяжение сnязъшающ1IХ нитей и из­
менение их натяжения, что приводит I< появлениию ч:~е· 

нов вида (их) 2 и т. д. 
На первый nзг.т1яд разница невелииа - n:место одного 

сложного уравнения получили другое. Однако даже ма­
лая нелинейная добавка качественно меннеr ситуацию: 
сум~[а двух решений уже не удовлетворяет уравнению. 
Принцип а суперпозиции пет - «сшиты> общее решение 
из частных не удается. Нуашы другие по;::~;ходы. 

Линейные уравнения акустики пренрасно описывают 
раепространени:е звуна, когда его громкость неве.ттика 

(при этом снорость звуRа не зависит от rрои:иости). Если 
ввук очепь rромний, юшример от взрыва, может возни:и­
вуть ударная волна. Ее скорость занисит от разности дав• 
пений за во.ттной и перед ней. Объяснение то же - не:~и­
вейность уравнений, описывающих это нв.1епие. 

Посмотрим на уравнение Шредингера. Оно замечатель• 
DO описывает поnедение одной частицы в наком-нибудь 
ващшном потенциале. По интересны обычно задачи для 
неснольних частиц, например в сложном атоме. D этом слу­
чае элентрон ш1ходится в по.1е, создавасмо:м ядром и дру­

гими ;элентронами. Но на них он сам активно воздействует, 
а вначит, находится в поле, в создании которого сам участ­

вует. Расчет такого самосогласованного поля и во;~новых 
фующпй более сложных атомов вновь приводит к нели­
нейности. 

Наконец~ есть фундаментальные уравненин, которые 
сами по себе нелинейны. Это уравнения rидродшrамики, 
уравнения, возникающие в современных теориях поля, 

и ряд других. Нелинейность возникает при апад:иэе боль­
шинства реальных систем. 

Чтобы разобраться с нелинейными уравнениями, с яn­
пениями природыJ которые они описывают1 ученым при-
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ш:юсь обратиться к помощи вычислите.11ьных машин, соз­
дать новые области наукиl пересмотреть многие тради­
ционные представления. 

2. НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ 

Главное - это из .множества проuлсм Dыбрать 
нanGoJicc простые, решение 1юторых позволит 
uыработать доnуснающие обобще11ш1 нонцепциu: 

Д. Ги.tьберт 

Представим, что у нас есть компьютер, который умеет 
решать различные уравнения. Остается тольно задать на­
чальные данные и граничные условия и пос::иотреть, кан 

uедет ссбн: решение. Попробуем выяснить, R чему приво­
дит появление нелинейности в простейших мате\1ати:чсс­
fШХ моделях. 

Не менее известным, че~r волновое уравнение, являет­
сн уравнение теплопроводности. Оно может описывать пе­
редачу тепла, диффузию частиц 1 проникновение магнит­
ного по.1я в плазму и многие другие процессы. Уравнение 
теплопроводности записывается в виде 

Tt = kTxx1; (2.t) 

где Т (х, t) - те:мпсратура в точно х в момент t; k - коJф · 
фициент теплопроводности, который обычно считаете я 
постоянным. Это уравнение можно исследовать точно тан 
же, как волноnое уравнение 2 • 

Однако мы поступим иначе. Для: простоты будем с(ш­
тать, что образец, по ноторо:м:у распространяетсn тепло 11 
настолько большой, что его мощно считать бесконечным 
(-оо < х < оо). Пусть в начальный l\Ю11ент до высо~юй 
температуры нагрет маленький участон. Проследим о 
помощью ЭВМ за распространением тепла. На рис. 3, а 
показаны профи.1и температуры в рааные мо~rенты врем:е ... 
ни. Види:н, что макси.му:м: тепературы А умсньшаетс.fI (кoi\f" 
uьютер может сообщить нам,. что А ,._, t-1./2), а по.1ушири· 
на 3 L растет (L ,.._, t1!2). 

~ Еели считать, что О < х < l, Т (О) = Т (l) = О, то собствеuпые 
фующии будут танюш же, нак в задаче о етруно, а ре1ш.!ю1с ~ю 
аналоrии е (1.8) может бы:ть запнсапо в вид~ 

~ r ;-i2 n~!t ) лпх 
Т (х, t) = .L.J ап ехр \- ---rz- sjn -l- • 

11=0 

з Полуширина - ширина профиля температуры на уровне 0,5 А, 
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Рис. 3. Решение ураnнсния теuлонроводпости длл l~ = 1 
а - ураnнст1с 1jсз uсточни~-:а: б - линсй•1ый 11сто•шнн (q = f 1; Г$ - нелиней­

ный ИС'tОЧJшн (qT - аР, q = (.[ = 1 )i г - решение ура11нен1ш (2.4) (k 0 = q~ = 

= 11 ~ = 3,5: (i = 2) 

Это и понятно. От более нагретых участков образца 
'ХВШЮ nередпется менее нагретым. При этом те:мпература 
uepnыx у~шньшается, а вторых растет. Поснольку коли­
чоство тепла остается постоянным:, AL ~ const. 

Теперь рассмотрим среду, в ноторой происходит про­
цrес 1'оре1шя. Будем считать, что интенсивность горения 
лролорциопальпа температуре. Это приводит н линейно-
му урюшешпо _, 

Tt = kTxx + qT. (2.2} 

Решение этого уравнения для тех ше начальных дан-
111.1 х представлеnо на рис. 3, 6. Сравним его с рис. 3, а. 
л~шJiитуда А растет, а полуширина меняется по тому же 

. захо.н.у. (L -- t1t1), Вообще, обе картинки очень похожи. 
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Пос~10тр1ш юшмательно на уравнение (2.2). Нелия 
ли erG привести R более прос.тому виду? Оказывается, мож­
но. Нв.дG только заменить переменные Т1 = eq1T, и дJlя 
7\ nо.ттучаетс я ур авпенпе (2 .1). Значит, А .-. eqt t-'11 , что 
совпад:~зт с результатами расчета. 

Посмотрим, что произой;1,ет, если нсточник нелинеен: 

Tt = kTxx + qT - аТ3 • (2.3) 

Поясю1:м: смысл этого уравнения. Наличие такого не-
линейного чпена говорит о том, что при бо.1ьшпх тем:uера~ 
турах горсшие прекращается. Это ыон\ет быть связано с 
выгоранием топJшва иди с тем, что с ростоJ1.1 Т большую 
ро;1ь начинают играть эндотермические реющии {идущие 
с поглощение~~ топJiа). Уравнение (2.3) nознинает пе толь­
ко в теории горения. С его по.мощью, например, модели· 
руют распространение эпидемии, прохоil.;дение импуш,• 

са по нервному волокну :и другие явления. n работе 
А. Н. J{oш.roгopona, И. Г. Петровского, Н. С. Ппснупо­
nа (19.17 г.) такие уравнения рассматривались, как модель 
распространения гена. 

Посl\ютри~\1, кан выглядят решения ~тоrо уравнения 
(см. рис. ;-), в). Они поразительно отличаютсн от тоrо, что 
мы видели раньше. Воаникает теплоnая nо.тrна, рnспро­
странятощояся с uостояппой скоростыо, ам:uJ1итуда :кото-

рой стрс,штсн к постоянному впа{rсншо ir q/a. 
Но nед1. богущан волна - это знакомое ню~ автомо;:х,ель­

нос решение nпда f (х - ct). ПриЧ'ем в отличие от задачи 
о струпе, где фушщия f могла быть люfiой, :щесь f толыю 
одна~ опа определяется сnойстuа:\Ш нелинейной среды. 

Роль антомодельных решенпй здесь совершенно дру­
гая. Р:шынс мы строили болыпой набор а11то:моделы-1ых ре­
шений (стоячих волн n задаче о струне)! чтобы «ешпты> из 
них оf)щее, д.'J я .каждых нача.1ы1ых данных сное 11 • Здесь 
при рмшых начальны.х ;::~;анных на больших временах ре­
шение описываете.я аrой бегущей волной (математrнш 
говорят, что беrущан волна определяет асимптотику про­
дссса при t-+ оо). В этом мо;.нно убедиться, задавая па 
ЭВМ различные начальные данные. Доказать это l'ораз­
до труднее. 

Сравним уравнения (2.1) и (2.3). В первом случае у нас 
нет ни источников, ни стонов тепла, во втором присутст­

вует и то и другое, что яnлнется типичным дJlя: так паэыш1u-

• Именно 11ача.11ьяыми данными oпpejj.CJIJlIO'WU - .мoзdidнtltl1(ЩTJ,} а_ 
- и Ьn в формуле (1.8). 



мых открытых систем. <•Jабывание>~ на•шльных данных 
(т. е. выход с целого к."'Iасса начады1ых профи.JеЙ на одно 
и то л>е решение) хараRтерен длл большого юrасса от­
нрытых не."'Iиnейных систем. Причем решение, па которое 
происходит выход, часто оназывается автомодельнни. (Об 
J'IX важной роли в изучении не;пшейных уравнений речь 
пойдет в посJJедней статье :этого cGo рпика.) 

Таное поведение говорит о вознш-шовении упорядочен­
ности в систеш~. и.т:rи о са.иооргапизации. В само:\1 деле, вы­
ход на автомоде~1ьное решение означает у~1епьшение чис­

ла степеней сноGоды и выдс.тrение неснолышх основных 
(параметров порядка), к которым подстраиваютсн все ос­
та.1ъные. Вспомним задачу о струне. Чтобы по.~:ностью опи­
сать ее движение, нушно знать функции и и Ut в кашдой 
точ:ие (или, что то те са.иое, полоа>епие и снорость наж­
;поrо из беснонечной nос.т:rе;J,онате.1ьности ~шнтни1<ов). Здееь,: 
чтобы опроделить ~вищение тепловой волны на больших 
временах, достаточно анать одну ~.т:rя всех решений функ­
цию/, скорость и начальную полуширину L 0 • Это очень 
г.ТJубою1й факт - от непрерыnных начальных данных уда­
ется перейти :к одному пара~1етру L 0 • Он открывает огроi\1-
11ые возможности д:1я упрощенного описания таи:их систем~ 

Таки~1 образом, появление одного нелинейного члена 
(стока тепла) кардинально ИЗ;\rенило поведение решений'/) 
позволило описыnать совершенно другой нруг f!В:1ений" 

Систеиы, содерашщие нелинейные источники, об.тrада­
ют еще более нешниданными свойствами. В каqестве при­
мера рассмотр1ш уравнение теплопроводности, в :которо:\r 

1юэффициент k нелинеен и есть источник Q, зависящий от 
температуры. Танис задачи характерны д.Тiя фиаи1ш плаз­
мы, задач химической Rинетики и :экологии. Нелиней­
ный источник у них обладает следующю~ свойством: чем 
Gолr,ше отклонение от равновесия, ·rе:ы быстрее идет про­
цесс. (В начестnе прю1ера читатель ~южет представить 
.1ыжника, съезжающего с горы, которая становится все 

нруче.) Уравнение имеет вид: 

Tt = (k (Т) T.xJx + Q (Т),~ k (Т) = k0 T(J~~ 
Q (Т) = q 0 T~, 
~ > cr + 1. k 0 , q0 >О. 

(2.4) 

Вновь обратимся к помощи ЭВМ (см. рпс. 3, г). Обра­
пш внимание на два принципиальных отличия от поведе­

НИfI всех решенпй, обсуждавшихся в этой r.:iaвe. 
Профи.1ь температуры оказывается .~:о:кализоЕанным 

JЩffР~Й·~сти Gл, вне Rоторой Т (х1 t) = О. Из непрерыIJ.,. 
- - ._ ..... .J. 

н~ -.· ~·~ 
; ~.·. ~ -·• 



пой среды при этом выде.1шотся ограниченные 'учаспш, 

u предеJiах которых и происходит горение 6• 

Решение существует только в течение ограниченного 
временпt часто называе:моrо временем оuостренпя (его обо­
значают через t,). За это время функция Т (х, t) в одной 
пли неско.чышх точках, а иногда и в целой области обра­
щается n бесконечность. 

Еще не;з;авно матс~1апши полагали, что тание решения 
не представляют особого 1штереса, что 11х налич1Iе гоnо­

рит о несовершенстве модели. Однако развитие физики 
шшзI11ы, газовой дина.:.\шки и других областей привело к 
появлению содержатс.1ьных задач,1 в ноторых ведущими 

01шзынаются один и.1и неснолько наиболее быстрых про­
цессов. Их-то и уцобно описывать такими решениями, рас­
тущими, нак сейчас говорят, в режиме с обострением. Ко­
нечно, в реальных систюшх величина те~шературы будет 
ограпи~1епа, однако ее рост па неско.,ьно порядков 

(а в неноторых случаях и n нссколыю раз) позволяет 
наблюдать многие интересные эффекты, предсказываемые 
теор1jей. 

Посмотрим внимательно па решение (с:м. рис. 3t г). На 
первый вsгJ1яд :июнется, что ."Iокалиаованныо профи~1и тем­
пературы в процессе эволюции остаются подобными себе. 
Не определяются .т~и и они автомодельными реmениями? 
Догадка о:каsывается верной - на развитой стадии (Iшrда 
выделившееся тепло намного превышает Rоличество теп­

~юты в начальный МО:\tент) nроцеее rорен11.я описывается 
формулой · 

Т = g (t) f (х/с:р (t)). (2.5) 

Эдесь g (t) опре~е.ттяет закон роста амплитуды; 
q:, (t) - полуширины; f - форму профиля 'l'емпературы 
(g (t) ~ оо. Ч1 {t) _.,.О). 

r-11 t-tf 

Обратим внимание на то, что в пределах области локn­
лиаации горение происходит согласоuанно в раэ1шх точ­

нах пространства. Для этой нелинейной среды таюне хn­
рантерно <~забывание» деталей начальных данных. Выход 
на решение вида (2.5) говорит о споптаппом nоапиююnе­
пии упорядоченности,. о фор~шровании локалююванных 
струнтур. 

• Отмеп1м, что JJвлеоие локализfщии сnязапо с полинейпо(~т1,ю 
системы. ДJiя сред, (lроцессы R которых ош1сываются щшойными 
уравнеппямп, лонализация та1онс возможна, по она обуслоD.1с11а 
ве свойствами самой среды, а характеrом внешних nо::~д~йствпii. 
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Само их существование представляется парадоксаль­

нъш. В cpe;::i:e, где есть 1олько горение и теплопроводность­
диссипативный пропесс, связанный с рассеяппе~1 энергио, 
обычно уничтожающий веяную упорядоченность, возпи:­
l{ают структуры, сохра:пяюшие спою форму. Чтобы под­
чсрклуть необычностF> этого ~:ш.1енил, их называют дис­
сипативными (структуры, которые списывает уравнение 
(2.4), часто называют тепловыми). 

Познакомимся поподробнее с диссипативными струк­
турами. Ясно, что у них есть две важные характеристшш. 
Это вре\IЯ их 11~пз1ш tt [1 область локализации Gн. Если 
в среде независимо развиваются две лонализованпь'е 

структуры с разныJ\IИ вре;\rепаии обострения t12 > tfl, то 
практически горение происходит па временах ,._,t11 то.1ь­

но n первой и «замирает~> no второй. Реально «живут в 
одно\~ :мире}> только структуры с одинакооыми врсменюти 

обостренин. 
А если поnробоnать объе;::~;инить песнольио струнтур 

так, что их облаети лоRализации пересекутся? Структуры 
начинают взю1модействоnать, позникает вшша горения 

сло;1шой фор:\1Ы, сходящаясн н центру. Однако форма эта 
с ростш.1 теilrперагуры !11еняется, и в ионце нонцов ос­

тается одна простая, быстро горящаFI стру:нтура. Встает 
вопрос, мотно ли построить сложные струитуры, сохра­

шпощrrе n процессе эволюп~ип свою форму? 
Вопрос о наборе форм:, за:ключенном n разлпчных 

средах, nвляетсн очень r.1убоюп1. И для древних филосо­
фов, и д.1я многих физиков-теоретиков, занш.шющихся 
элементарны.\Ш частицами, характерно представление 

о сложnом наборе стру:ктур, ноторые потенциально 
заключены в одной и той 'I\e среде. Не1юторые из них 
nстрr,чаются ЧRсто, другие люгут возниtштrJ только н опре­

деленных условиях. Однако и те и другие характеризуют 
глубо~ше внутренние свойства системы. 

Мы рэссмотрим простейшую среду, которая описыва­
етсн уравнсние:м (2.4), и попробуем разобраться, какие 
формы заключены в ней. ВсnО.\ШИ.\1 задачу о струне. 
Ватную роль в ней играли собственные функции. Они 
опрецеля.1и форму ряда решений, не меняющуюся со вре­
менем, а также начальные данные, при которых процессы 

шли согласованно во всей области, а по3тому были самым 
тесныl\1 образом свлзаны с Iфаевьгм:и ус.1овилми. 

Роль фующии f, определяющей геометрию диссипа­
тивных струl\тур, похожа. Для них таюн.е можно выписать 
аналог задачи на собственные значения (уже нелинейный). 
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Рнс. 4. IJu.'Iныii. па бор соб­
стнешrых фующий нелn­
п~й ной срvды 

7 т 

Рис. 5. Эnолюцил простой п 
сложноfr струкrур 

Они определяют лонализованные нопфигурации, в пре­
делах ноторых процессы идут сог.~асопашю. Именно 
поэтому их во :многих работах 1rа3ыnают собствеюtыми 
фу1-ищия.1tи пелинейн..ой среды. 

Одна:ко в отлиqие от Jiинейных задач они оrшсыnают 
лоюшпзованные процессы 11 шшан пе сnRзаны с краеllыми 

ус.т~овн щш. Первая собстnенная фунющ:л оnиеыnает так 
пазьшаю1ую простую струитуру с одшн~ макси}rумом те~r­

ш:ратуры. (Выход на нее мы п видели на рис. 3, г.) Но 
1110:;.нет Gыть, по аналогии. с шшейными задачами: можно 
ожидать существования друrпх, бо."lее сложных (так 
пазываюrых высших) собственных фующий? 

Исе.11сдоваппе нтой задачи припс."lо 1\ очень интересным 
роаул1.тата.\1. Длн уравнения (2.4) уда.11ось построить с 
поl\ющыо :компьютера полный набор собстnеппых фушщий 
для раэтршых значений ~ и а. Посм:отрим, нан·оны они 
nля ~ = 3,5 и а = 2 (рис. 4). С.1оншую структуру 
MOi-JШO рассматривать JШR объединение нес1ю.11ышх нроетых. 
Причем простые .\JOryт иметь рнэшrчпую амплитуду. 

Выспшз собственные функции онредсляют за.коны орга-
1-шаации простых струн.тур в сложные. Они покааынают спо­
собы объединенин структур «разного nозрастю), при н:ото­

ром все они развиваются соглаеованно и имеют одно и то 

11;:с время существовапия. Обратим внимание на разl\1еры 
областей лока."lизации сложных стру1пур ·-- онн n нс­
снолько раз больше, чем у простых. 

В отлиqие от задачи о струне или об ато~ю водоро­
да эдееь существует нонечное число собстпенпых фунн.­
ций. Следовате:1ьно, есть юшое предельное количеетно 
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структур, больше 1:\оторого объединить в данной cpe;:r;e 
в одно целое пе удается. 

Эво.1юцил одной из сложных струитур показала на 
рис. 5. Видно, что она представляет собой сходящуюся 
к цептру волну горения, еохраняющую свою форму. 
В3ятые наугад начальные данные будут вырождаться 
в одну или неско.1ь:ко простых: структур. Здесь же про­
цесс идет совершенно по-другому. Высшие собственные 
фующип оnреде.1яют все начальные данные, при :которых 
существуют сложные структуры, именно поэтому постанов-

1ш таких начальных данных во многих работах называетсл 
рсзошшспым nозбу;клением системы. По-види.\.юму, та­
юrе способы воздействия существуют и в более слоншых 
нелинейных системах. Во м1ю1'11х случаях знание их 
было бы очень no.rreзпo. 

После того наn собственные функции были построены 
с nо~ющью ЭВМ, обнаружилась простю1 заково:..rерность. 
В решении есть два участка - <юбласть колебаний)> 
и монотонный «хвост». И то п другое ~южно приблишен­
но описа1ъ с. помощью более простых уравнений, которые 
решаются аналитически. Число и геометрию собственных 
функций ученые научились предска3ьшать, не обращаясь 
д.11я этого 1<аждый раз к ЭВМ 5. 

Это типично д.rrн мноrих задач, при решении :которых 
используютсл методы инфор:мати1ш. После 1ого кш< с 
помощью ЭВМ удастся «заглянуть в ответ», станошпсл 
ви:шы другие подходы, более простые прпб.11шшпны0 
методы. Во многих случаях это имеет огромпое Зiшчение. 

J3ышо мы и"1люстрироnали все свойства теш1овых 
структур ш1 примере уравнения (2.4), где Т = Т (х, t), 
и его двумерного анало1·а, где Т = Т (х, у, t). I3 двумерном 
случао так:п;с существуют собс.твенные функции, зnвися-

щие от олпой пере~1енной r = Jf х2 + у2 , которые описы­
вают ио1щшrтрические волны горения, сходящиеся к 

центру. Однако воаниnло преднолоа~е~ше, что в много­
мерном случае структур гораздо бо.1ьmо. 

Найти их даже с по.~ющью современных ЭВ.\I оказа~ 
.1ось нелегко. Здесь помогло использоnанио ана.ттитичес­
ких мe'fo;J,on, поаnоливших довольно точно «оfiъясниты> 
иом:пьютсру, что и в какой обJiасти исиать 7 • 

v Еленик Г. Г., Курдюмов С. П ., Са.царский. А. Л. Нестащюнар­
uые диссипап1в1ше структуры n нешшейпой тешrоnроnодной сре­
де// Журн. вычнсл. математики и Аtат. фнзшш. 1983. Т. 23, 
No 2. с. 380-390. 

' Курдюмов С. П., Куркина Е. С., llomanoe А. Б. 1 Са.пар: 
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Рис. 6. Примеры много11н:!риых собствеппьrх фуmщий велиясй­
вой среды 

; Некоторые из собственных функций nо1\азапы па 
рис. 6. Их архите:ктура оназывается гораздо сложнее, 
чюr в одномерном случае. Ранr..ше видна была простая 
эаконо1\1ерность - чем дальше 01 центра, тем больше 
амплитуды простых струюур (см. рис. 4). 3десъ полnил­
ся новый эле~tент - конфигурации ~югут иметь раз."lич­
ную сим;-.~етрию! при этом простые струнтуры по опреде· 

.пенным законам располагаются nдo.riь нескольних нон­

центрических онрушноетсй или прю1ых. 
Резу11ьтат11 1 по.т~учеппые при исследовюmи тепловых 

структур, заинтересовали слсциалистон по физике плазмы, 
химиqеской нинетине, биофизине и .многих других. 
Представления, накопленныо при изучении этой за;J,ачи, 
позволи.11и развить глубоние :мате:матичссн:ис теории, раз­
работать новые методы 8 • 

ский А. А. Сложные многомерные струнтуры горении nсл11пойной: 
среды// Журн. nычисл. математики и мат. физики. 1986. Т. 26, 
№ 8. С. 1187-1205. 

~Самарский А. А., Курдю~tав С. П" Га.~актпоное В. А., Мпхаu­
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Однано не менее важньп1 представляется другое. 

Воэни.клп совершенно новая постановна nопроса. Во 
1ш1огих нелинейных средах существуют за1{0RЫ организа­

ции диссипативных структур. Прос.тые структуры 
определенным образои могут быть объединены в слоit\­
ные. Что бы управл: ять пропессаии в т а:ких средах в пер­
вую очередь надо изучать эти зан:оны. Моашо ошидать, 
что на этом пути ученых ждет много интересных резуль­

татов. 

Бозникновею1е структур, самоорганизацип в простей­
ших нелинейных средах сейчас вызывает болыпой ин­
терес ученых. Мотет быть, она окажется прообразом 
появления организации на разных уровпнх и п более 
с.11о:шных системах. Разу:м:еетея 1 анализ простейших моде­
лей пе может заменить г ."Iубокого исследования слож­
ных яв.1ениii. Однако он моrкет дать ученыи по.1езную 
«подсназку)>, определить направление поисков. 

З. СТРУКТУРЫ И ОРГАНИЗАЦИЯ 

В ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМАХ 

Главная задача матсм:агини наших днсi1 состоит 
D достижении гармонии 111е;нду континуадLНЫ!\1 

и дискретным, Вf\лючеюш их u единое 1r1атема­

тю1есное цепос ir удалении из них всего нсясно1·0. 
Ф. Т. Белл 

Мы говорим <шроnедем расчеп 1 (<Воспользуемся по" 
мощью ЭВМ». Попробуем: ра:-юбратьсл,· что же проис­
ходит в nычислительпой машине. В сюшм деле, и урав­
IIепие теnлоnроnодноети, и волновое уравнеIIие описывают 

непрерывные системы с бес1{0нечным числом степеней 
свободы. Dместе с том ЭВ:М представляет собой набор 
конечного числа логических элс~ентов и эле:ментов памя­

ти, которые могут ш1ходитьсн в одном из песнольн:их 

финсироnnпных состояний. Это типично дискретная си­
стема. 

Чтобы что-то посчитать, нужно научиться переходить 
от непрерывных уравнений м:атематиqесной физини к пх 
дискретным аналогам. На первый взгляд все представ­
ляется очень простым. Вспомним задачу со струнойt 
которую мы вначале заменяли набором пружинок и шари­
коп. Попробуем действовать танжс, решан, напри::~~rер 1 
урпрлеяпr, теплопроводности. 

Заменим непрерывную фушщию Т (х, t), заданную 
при О < х <: l, дискретной Тп (t), котораn определена 
в точках х = О, ht 2h, ••. , Nh ~Nli = l). Посмотрев па 
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формулу (1.2) естественно заменить Тхх в точке х = nh на 
(fn-1 - 2Тп + Tn+1)/h2

• 

Но Т п (t) непрерывно зависит от вре:менп, по;этоиу 
на \tашине мы ее вычиепить не смоше,1. От попрсрывного 
нре,1епи О< t < Т придется перейти к дисnрет110~1у. 
В:\.[есто фушщий Тп (t) буде~~ расс:матрпвать набор qпссл 
Т~, 1\оторый до"~:жсн определять температуру n точках 
х = nh в моменты яре,rени t = kt. Чтобы заменить прu-
11зводную по nре~нши, вспомювr ее опредепение: это пp~­

;\c.rr (Т (х, t + т) - Т (х, t))/'t при t-+ О. Итак, вместо 
~·равнении (2 .1J получается его дпсRретпый аналог, или 
разностная. схе.ма (х - ноэффициент теnлопроводностп) 

T r: ?T 11 +Tli 
п-1 - - r, rt+l 

=У. fi?. (3. '1) 

Нам остается шшисать програ\вrу, которая будет 
''+1 1· 

nычис.~:ять Тп по Т~ по :этой фор,1уло 1 и задать u качест-

uе начальных данных набор чпсел Т~ 9 • 

Эта ра3ностню1 схе1\1а обладает многими по.1езпы~ш 
свойствами. При 't-.. О и h ~О соотношение (3. 1) стрс­
ыитсл и задаче (2.1). (Это свойство назыоастсл itппрон-

еимацией.) Если: изnсстпr,1 числа т;:, то по ним мы мо;+~е~1 
найти T~+I no фор\1уло (3. t) безо nсянпх промен<уточ­
ных этапов. Такие схемы назьшаютсн явны.~u. 

Попробуем подсчитать каную-нибудь зада'IУ, взнв 
н примеру т,,....., h ,-.., Е, где Е - неноторос малоныше число. 

Почти наверняка ЭВМ сообщит, что это нспоа:'lюато -
Tn принимают оrро\шыс значениn, ноторые, конечно, 
не имеют пина:кого отношения и решению уршнншия 

(2.1 ). Ни уве.1ичеюrе быстродейстuия н:ошн,ютсра, ни 
повышение точности 3дееь не помогают. При этих эш1<1е­
нпях 't' и h у схемы нет устойчивости. Схсм:а уетойчпuа 
по начальным данным, ес.1и их малое изменение пршнщнт 

н малому изменению решения:. Чтобы схема (3.1) была 
устойчива, надо, чтобы 't < h2/2. Только н ~то~1 случnе 
можно надеяться на разумный результат. 

Впрочем, дшr урапнения (2.1) можно писан. п ,'~ругне 
разностные схе:\[Ы, например неявные, n нотuры х рааност­
ный аналог второй производной определнетсн не только 

9 Ч-rобы приступить н расчета:\-1, нужно защ1тт, еще rт 1tpacnыc 
условия - решить, как будут вычнс:н11:ься Т0 п T.rv. (I-lа.примt'р 1 
если потоиа тепла вовсе нет, то можно считать Т0 = Т1 , T.rv :_~ 

= T.v-1·) 
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чере::1 Т~, но и чере3 Т~+1 • Тогда найти Т~н по Т~ бу;.ет 
гора.здо сложнее, но у таких схем есть свои достоинства. 

Часто ученым приходится иметь дело со слоашы.ю1 
]1.Шоrомернымп задачами, для которых построить хорошую 

схему далеко не просто. Тут нужно решать, какие наибо­
лее важные свойства непрерывной среды следует передать 
в ее разностном аналоге. Многие уравнения в физи:ко 
основаны на занонах сохранения (энергии, импудьса и 
т. д.). IIнorдa полезно 3аппсать аналоги законов сохра­
нения длн разностных схем. Схемы, для которых они 
выполняются, получили название консервативных. Обыч­
но И:\1енно они применяются в задачах физини плазмы 
и газовой динамики 10• 

Вернемся к уравнению теплопроводности. Расснажем 
еще об одном интересном способе его решения с помощью 
номnыотера. Уравнение (2.1) описывает не толь:ко теш10-
проводность, по и диффузию частиц. В процессе диффузии 
частица случайным, хаотическим образом сталкиваетсfI 
с другими частица~ш и меняет направление двиmения 1 

все дальше и дальше удаляясь от нача.11ьной точнп. 

При этом (как и в уравнении Шредингера) Т (х, t) опре­
де.1яет, с какой веролтпостыо частица будет находитьсFI 
в точRе х в момент нрем:ени t. 

Этим м.ожnо воспользоваться и для решения уравнения 
теплопроводности. Будем имитировать случайное блуж­
дание одной, второй, N-й частицы. Посмотрим, как рас­
пределились они вдоль оси х в момент времени t. Это 
и будет приближенное значение фующии Т (х, t) в этот 
момент. 

Удшштельным RВЛНОТСЯ то, что можно ВОСПО.'IЬЗО­
ваться случайным х аотичесним пове;:~;ение.м частиц дд я 
решения детерминированного уравнения, никано:й случай­
ности не содержащего. Хаос и порядон оказываются 
тесно СВR33ННЬН:Ш. 

Случайные числа он.азываются полезны и во многих дру· 
гих задачах. Методы, где они используются, по.т:rучпли 
вазnание методов Монте-Карло. Большой интерес н ним 
вознин после появ.1ения компьютеров с больши:м: быстро­
действием. Впрочем, решение ряда фундю1евтальных 
задач современной теоретической физики, связанных 
с применепием методов Монте-Карло, требует повышення 
быстродействия компьютеров на несколько порядно!'. 

1.о Примеры та1шх схем и эацачи, решенные с 11х помощью, nрпв~л0 4 
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Читатели сами моrут воспользоваться такими метода:'.Щ 

для вычисления п.'Iощади разных фиrур или объемов 
споJ.нных те.1. Например, ~южно с их пюющью найти 
значение числа n. Вnише:м в единичный квадрат крую 
и будем случайным: образом 11 ваполнять квадрат точкюш. 
Отношенио числа точек Ni, попавших в круг, к общ~му 
числу точек N при увеличении N будет стремиться к 
величине л/4. 

Использование случайных чисел в науке имеет болЕ.­
шую историю. Поэтому читатель мо1нет воспо.1ыюваты:я 
ими и не обращаясь к .н:омпьютеру. 

В 1733 г. Ж. Бюффон сформулировал следующую 
задачу. Пусть плоскость запоJшена парал.1ельными лини­
ями, отстоящими друг от друга на единицу. Буде:и: слу­
чайным образом бросать на плоскость иr.rry длины 
L (L < 1/2) и считать вероятность тото, что игла не пере­
сечет ни одной линии на плоскости (если таких сдучаев 
будет N из общеiо qисла N, то р ::::::: N/ j'/). Пос~Jе неслож­
ных выкладок можuо убе;::~;итьсЯ", что р = 2L/л. 

В 1812 г. Лаплас обратил внимание па то, что такпм 
обраэш.1 можно экспериментально найти значение л. 
l\ 18[:0 r. относится самая рання:н пубпи:кация, в I\оторой 
чп('.110 л было вычисJ1ено таки~1 способом (N = 5000). 

Истории на этом не кончается. л - ирра.ционаJiыюе 
чис.10 1 а поэто~1у точность результата при N бросаниях 
запсиг от L (конечно, р ~ 2L/л при N ~ оо). И зави­
сю1о~ть эта пе простая. Может быть она 11оюо1~етсн любо­
пытной но~~у-нибудь из читателей, интересны быди бы и 
друпе содера;атеJ1ьные обобщс11ш1 задач1:1 Бюффона 12• 

Дnу~ш1 методами решения задач, связанных с описаниеУ 
рv.зличных сред, воююжности вычис.1ите;1ьной математи­
ни не исчерпываются. Ее ареuнал сеrо;:r.ня очень широн. 
Наскольно по.1еэны предста1шенил о нем для тех, чьей: 
профессией информати.ка не является? 

Физики, инженеры, химию~ часто при~rеннют, имея 
деда с ЭВМ, nанеты 11рик.1а;::r;ных прогрю1м, разраGотuн-

iJ.L Существует мноrо а.··поритмоn, с помощью которых вычисJ111тс.'1ь­
L1ыс машины генерируют наборы чисел, блшшпе и случ,1uuы~1 
(так называемые псендослучайные числа}. Один И3 пих та1юв, 
Стро11тся носJ1сдовательность це.1ых ч1rсел m.li+I = gm1, (шоd N)~ 
llсеuдосJ1у1шйпьнш •ш:слами, раnномерно распределепны1111t в ш1-
тсрnале (О, t), буду~: У!!: = ткN-1• Подробнее см. литературу 
в конце статьи. 

~~ Некоторые математические вопросы, связанные с ней, обсуr~;:да­
ются в статье: Grfdgeman N. Т. Geometric probabili~y and Lhe 
number л /1 Ecripta Mathematka, 1960~ Yol. 25, N 3. Р, 183.-
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нью прuфесс1101нша.ыи, шш по:1ьзуются по.нощью сnецаали­

стов по вычислительной ~~атещнино. Однано инor;r_[J 
учон:ые ставят задачи, которые находятся на пре;:~;епс 

возмоiiшостей совре..\rенных ЭВМ (а порой и аа продела:"11и). 
Зпдаqи :могут обпадать ватными особе11ностя::\1и, ноторы~ 
пе могут быть переданы с помощью стандартных методов. 
3 п.есь знаномстnо специалиста, который хочет воспользо­
ваться нычиспительной машиной, с простейшими алго­
рнтl\lами и возмо11шостя:ми ЭВМ будет попсзно. Это по~ю­
жет ему найти общий язын с !\tатематинами и более чет!:\о 
сформу.1ировать свои проблемы. 

Рассказывая о разностных схемах и о слу{шйных чие­
ла:х, мы рассматривали их нак полезный инструмент, 
позnол яющий судить о непрерывных систе:иах с помощью 
дпснретных. 

'Гут мо;нет позни1шуть нссRольио вопросов. Могут 
ли дискретные системы описывать та:кие типы упорндо­

ченноети, :которые мы пока не встречали в непрерывных 

средах? Уiожно ли их непосредственно использовать ю.ш· 
модели каних либо явJiоний? 

Преш;::~.е чем обсудить эти вопросы, nознакоми~1 чита­
телей с неноторьщи типами упорядоченности в дисRрот­
вых систюrах. 3аrюны организации стру1\тур n них читп­
те.11ь мо;.1\ет исследовать, располагая nрантичосни :JюGой: 
ЭВМ, снабженной дисплеем, а во мньrих случаях просто 
имея под рукой лист бумаги в клетку. 

Более 15 лет назад :математик из Ке:м:бридщсJ\оrо 
университета Джон l\оnвей предложил игру под назва­
нием «Жизнь». Название свнзано с тем, что она имити­
рует рост, распад и различные изменения в популяции 

жиnых организмов. 

Расс~rатриваетсл бес.конечная плос:кая решетна нвад­
ратных JJч-еек-клеток. Время в этой игре диснретно 
(t = ·t, 2, . "). J-\летна мошот быть живой или мертвой. 
из~tенение ее состолния в момент t + 1 определяетен со­
стоянием ее соседей в момент t (соседей у каждой н.лепш: 
8, из них 4 имеют с ней общие ребра, а 4 только вершины). 
Пра:пила таковы. 

Если клетка мертва в момент времени t, она оживает 
в момент t + 1 тогда и то.1ьн.о то.rда, когда трое из ее 
восыш соседей были живы в мо~шнт t. 

Если нлетка была жива в момент времени t, она 
погибает n момент t + 1 тогда и только тогда, когда мень­
ше чем две или больше че~I три соседние клетки были 
живы в момент t. 



Эти праnпла очень просты. И.иея лист бумаги в клетку, 
«южно проследить эволюцию простейших конфигураций. 
f\о:мпыотер позво.11яет с.чедпть за пове;:~;епие~1 больших 
сообществ па больших вре~~енах. Преаще чем знакомить­
сп с различными свойствами этой спсте~~ы, чиrате.ттю 
будет полезно по:укспер1пшнтировать сююму. Моашо за­
;щтъ в нача.11ыrый мо~rент нее:колыю живых клеток и 
пос~ютреть, что с нп.ии произойдет в конце копцоn. 

Ка:к мы убеди~1ся да.:rее 1 ес.ть глубокая аналогии :\IеЖдУ 
процессами в нелинейных диссипативных средах и этой 
дисRретной системой. Поато.иу естествсшю uоетавить 
('Ледующие вопросы. :Какие основные тиnы с1руктур 
(т. е. конфигураций, определяющих повсдопие сообществ 
нлетон. на больших временах) могут сущестnопnть n 
тююй системе? На1<опы здесь зя.ноны орrаrшзации струк­
тур? у1огут ли опи взDиl\юдейстпонать н к чему :по нриnо­

дит? 
Простейшими структурю.~и здесь явлнютея стацио-

1ш.рпыс, т. е. не зависящие от времени. Их примеры пока­
заны нn рис. 7, а. В центре живой клетки мы сталrrм 
черный Еружок. По кранм I{вацрата нанесены деленпя: 
с интервало:i\[ в две клетни. Ес.1и у читателл 1юзшшнут 
сомнения, какая нонфиrурация изображен'1, он мmr<ет 
.в3ять .1инейку, сое.п.инип, соотnе'Тстнующис дслсшш на 
пропшополоашых сторонах п утоqнитr) се расположешю. 

С пшющыо :этих стационарных структур можно ш1лу­
чить мно:шестnо других. В самом деле~ сели мы имеем 
пшую стру1п~гру, то .ионфигурацин, полученная поноро'Том 
на 90°, таюr·m будет ст:щионарпой. Четыре конфигурацпи 
епрана п ни:шнсl\1 рпду на рис. 7, а поr~Dэывшот, как 
1\ЮЖНо достраивать определенные структуры до любых 
размеро11. 

Но главпое состоит в том, что эти етруктуры лонатr­
эованы:. Будучи разделенными двумя белыми 1~лстюнш, 
они пе нлинют друг на друга. 

Структуры, поюшанпые па риеунке, не ис'Ссрпывают 
всего их 1\Шошества. Читатели сами могут ппйти l\trroro 
других интересных нонфигурпций. 

Можно считатr), что стациона.рные с:rруктуры пunторнют 
себя на каждом шагу по nре1'1ени. А сс;ш через 2, :3 или 
N шагов? Т::шис конфигурации будем для нрат.костп 
называть ЦЮ{лами. Они описыnают периодические про­
цессы в сообществах к.1еток. 

Цик.1ы-2 показаЕЕЫ HR рие. 7, б. Смотреть здесь нунаю 
по строкDм. ПоснольJ\у цинлы-2 то;1,е локализованы, то 
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нее они представлены в одной области. При эnо.-.юции 
различных сообществ часто встречается ц1пи1-2, поназанпый 
во второй стране. Его часто называют <(семафоро:м». 
Цrшл-5 представлен на рис. 7, в. (Тю.1 1 где не указаны 
значения t, .конфигурации приво;:~;нтся с шагом по врелrе­
ш1 1.) 

Несмотря на небольшое чиело клеток 1 составляющпх 
цшш, его период может быть довольно большим (рис. 7, г). 
В процессе эволюции конфигурация может повернуться 
нан целое на 180°1 а затем верпутьсн в исходное положение. 
Этим свойством обладает цик.1-15 (рис. 7, д). 

Читатели могут построить много других любопытных 
цик;,~ов. Еще интересно было бы найти алгоритм, позnо.1ню­
щий с.троить различные конфигурации с даппым перио­
дом 1V. 

В нелинейных дисеипативных средах структуры были 
интересны не тольно сами по себе. Они опреде.т~нли 
поведение системы на развитой стадии в случае раз.1ичных 
начальных данных. Так ли это н нашей дпснретной 
системе? 

Проследим: ва эволюцией нескольких конфигураций. 
Иэ нвадрата со стороной 9 возникает одна стационарная 
струнтура п четыре ~се~шфора» (рис. 8, а). Квадрат со 
стороной 10 дает совершенно другую :иартину. Воз11ию1ст 
одна из стационарных .конфигураций, не показанных 
па риеунке 7, а, а с пей еще один способ построения 
сложных струнтур (рис. 8, 6). 

Увеличение размеров нача~1ьного .квадрата uршщи­
пиально меняет возникающие типы упорлдоченностп, 

что говорит о сложности этого дискретного ~шра. Однако 
обычно ~1ы стаднинаемся с возншшоnением одной или 
несколышх локализованных структур и простейшпх 
циклов. 

Вместе с тс).1 возможны и более сло:т:ныо типы :нюлю­
ции, когда сообщество нлетон симметрично «достр апна­
ется», об этом говорит сравнение шaron 2 11 Гl, 3 и 18, 4 и 
19 (рис. 8, в), и приводит н формированию [~Iшла, имеюще­
го слщнную форму. 

Посмотрим:, rш.кие типы упоря;:~;очснности еще есть 
n игре <(Жизны. На рис. 9, а прс;хстав.~:ена за.\1ечателr,ная 
1юнфиrурация, называемая «планер>} (стационарная: струк~ 
тура здесь постав.1ена в качестuе точ:ки отсчета). 

Через каждые четыре шага планер поnторяет себн, 
но сместившись на одну нлет:ку вниз 11 вправо (понятно, 
что в си.1у симметрии есть планеры, распространяющиеся 
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Р11с. 8. Врсмеппая эrюлюция может привои.ить .к выходу ва цнк­
~~ы ил11 стационары. 
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nдо:~ь любой диагоналJ1 1шеток-квадратов в обоих на ... 
правлениях). На рис. 9, а помазаны четыре рааличны:в 
«фазы» планера. 

Впроче~r, некоторые конфигурации могут передви~ 
гаться пе вдоль диаrонале:й, а по прямой. Таиовы, напри­
мер, три «нораблю> на рис. 9, б (обратим внимание на 
то, что даш~ко не любая конфигурация такого типа будет 
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«кораб.1ем1> ). Тем не менее исходя из них можно построить 
бо:~ее сложные передвигающиеся сообщества, например 
«большой кораблм с сопроволщеппем. Без сопровожде­
нш1 с :I передвигаться не может (рис. 9, в). 

Рассматривая непрерывные среды, мы говорили о резо­
нансноJ..1 возбупщении начальных данных, приводящих 
к более сложной эволюции решений, чем в остальных 
случаях. В игре «Жи3ны> есть аналог такого nоведенин. 
Обратим внимание на ионфиrурацию, показанную на 
рис. 10. Вознинающие к.1етки занимают все бодьшую 
часть плосности, рождается несколько планеров (шаr 

. 127), причем это сообщество будет ра3виваться дальше. 
Ни одна из других нонфигураций, состоящих из пяти 
клетоR, пе приводит н такому слоашому поведению. 

Со времен Аристотеля уqеных интересовал вопрос о 
нnпраплешш, о <щели» различных процессов в природе. 

ьлестящим достижением ста.10 отнрытие второго начала 
термодинамики - в замннутых системах в соответствии 

с ним процессы идут в направ.1ении роста энтропии л 

у \tспьшения упорядоченности. 

Совершенно иначе дело обстоит в открытых не.1иней­
пых системах. В них м:огут существовать струнтуры, 
с.rrожпьнэ ко"1ебатеJiьные процессы, хаотичесние режИ\.[Ы, 
Зачастую n одной и той нш среде вознинают качественно 
отличающиеся процессы, направление которых мо;-1,ет 

быть различным. В определенных случаях его можно 
из:\-1енить очень малыми резонансньв.ш воздействиями на 

систему, ноторые согласованы с ее внутренними свойст­

вами. Эта занономерпость является общей для нелиней­
ных сред и нлеточных авто"штов. Если учесть, что боJ1ь­
шинство окрун~ающих пас систем, в частности 6110.Тiоги­
чссних и :э:кологпческих, нелинейны, становятся понятны 
надежды ученых, связанные с исс;~едование:м: самоор­

rаnизаций, резонансными воздействия.Ии. 
Поразительно, что игра <~Жиsнм с простейшими пра­

вилами пuзво.т:rяет иллюстрировать глубоние общие прин­
ципы. 

Итан, мы располагаем планерами и ра.зличными ко­
раблями. Интересно посмотреть, что же произойдет, 
Rогда они сталкиваются между собой или с различными 
стационарами. На рис. Н, а понааано стошшовенпе пла­
нера со структурой, называемой «нрокодило:ш~. или: 
<шожирателем пданерош>. Нроиодил прогпатывает планер 
без веяного ущерба для себл. Стол:кновения могут быть 
очень разнообразны в зависимости от нурса планера и его 
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Рис. 10. Алалог рrзолапспо1'0 :но3бу)1щепия о пrре «1-I\ианы 

фазы при столкновении. Ес.1и бы планер подлетел к 
нрон:одилу сзади, результат мог бы быть иным. 

Столкновение двух планеров и.11и планера с.о стацио­
наром мо:шет приводить н: их «аннигиляцию> (см. рис. 11, б, 
в). В стошшовенилх мошет рождаться целый набор ста­
ционаров и «Се:\~афором (см. рис. 11, г). Обратим внима­
ние на две закономерности. Если в :конфигурации возник­
ла симметрия (напр111'.rер, относительно вертикальной или 
горизо1па.льной оси), то далее в процессе эволюции она 
сохраняется (шаги 7, 8, З). Если конфигурация все 
время лока.1изована в нвадрате размером: N Х N, то 
она является набором стационаров и циклов, период 
которых не преБышает 2N2

• В с.ю.rом деле, каmдая клет.ка 
может находиться в одном иа двух состояний, а всего 
нлеток в области /\/2, поэтому при t > 2.rvi конфигурации 
начнут повторяться. 

Чем большую площадь занимает сообщество, тем слож­
нее оно может себя вести. Поэтому большой интерес 
nыэывает неограниченно растущие в пространстве :кон­

фигурации. Одну из них, называемую ((Катапультой~;, 
или <спл~нерным руn-;:ьем1> 1 предложил в 1970 r. Р. Госпер-
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Рис. 11. Различвые сrолкновевия планеров 

\ 

младший, будучи в то оре:мл студентом МассачусетсRого 
техпологичесноrо института. Видно, что натаnулыа 
через каждые 30 шагов повтор.нет себя и выпускает ш1анер 
(р11с. 12, а). Планерное ружье эаполннет пространство 
nотоном планеров. 

Есть еще более слошные сообщества клеток, которые 
могут двигаться, оставляя за собой большой набор сема­
форов и стационаров. Одно из них - «паровоз>! (рис. 12, б). 
Найти та:нис интересные нонфигурации нелегко, но, 
может быть, это удастся но:му-либо из читателей. 

События в игре «Жизнь» разворачиваются в двумерном 
пространстве. Вместе с тем интересные картины могут 
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Рис. 12. Прим~ры копфиrурацпй, неоrраничевпо 
растущих в прос:rранстnе 

разыrрыватьсп и в одно:\.r из.мерепии. Две па них показаны 
на рис. 13 13• 

:Каждая строка соответствует одно:\tу моменту вре!\·спи, 
Видно, что конфигурация поnторпет себя на всо больших 

;i,~ Эти кдеточNы.е авто.маты быJ1и заданы с:1едующи:ш1 пранплами. 
Определяется сумма эначенпй 1шпr ю1сток (само!r клетки и двух 
б.1ижайших к пей слева и справа). На следующсJlf шаге n заnис11~ 
мости or суммы, которая может быть равпа О, 1, 2, 3, 4, 5 клет" 
1\ам присваивается аначевие О, 1, О, О, О, О (рис. 13,а) илн О, 1

1 

1, 1, О, О (pIIc. tЗ, б). }1ожио посмотреть, qто ~юлу•нпся при дру" 1 
rих J1paшJ.11ax, ~то вахнатышнuщёа зрелище~ · 
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пространс.твенных масштабах. Здесь прояв.1яется свое­
образное <{самоподобие>) конфигурации на разных мас­
штабах. 

Почему игра <~Жиsны и простейшие одномерные игры 
такого типа сейчас очень интересуют ученых? При11ИН 
нес1юльно. Во-первых, в неRоторых задачах :микробиоло­
гии, ::шологии и других областя:х приближение неире­
рывной среды неправомерно (слитном мало :клеток или 
нрупных растений участвуют во взаимодействии). Нуа-шы 
дискретные модели. Во-вторых, можно ожидать, что 
разные типы струнтур, которые есть в «Жизнш>, рано или 
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поздно встретятся нам при исс.11сдоnании непрерывных 

с род. 

Но это не главное. Сейчас для решении рнда nажныж 
задач требуютсн вычислительные машппы с гигантским: 
быстродействием (нреnышающi1:и ;:~:есятни миллиардов 
операций n секунду) 11 огромным объю.юм памяти. До 
сих пор ученые шли по пути у:\~еньшения размеров ЭВМ. 
Это и поня:тно - ЧС)I меньше раsмеры, тем быстрее про­
ходят спг11алы между а;Jементами компьютера. Понятно, 
что если эта тенденция сохрапитсн, если элементы ста­

нут сравни.мы с размерами отделы1ых молен.ул, то еюш 

.эле~юнты и соединения ..\.1е:шду ними должны стать пре­

дельно простыми. Например, таними, как в игре «i.Кизны, 
где связаны только блюнайшие соседи, а 1'ашдая к.1етна 
может находиться только н двух состоюп1ях. 

Это не толь:ко апалоrия. Можно рассмотреть все 
основные Rомпоненты современной: ЭВМ - uло1ш паr-.штп, 
логические устройства и прочuо - и поназать, ч:то nce 
они могут быть с помощью определенных :конфигура­
ций смоделированы в игре «IН11знЬ» а (рошающи~r здесь 
является наличие потов:а планеров, создаuаем:ых планер­

ным ружьем, и существование столкновений, при которыж: 
исчезают оба планера). 

Задапал различные начальные нонфигурации, можно 
создаuать самые разные компьютеры. В этой среде могут 
существовать все типы упорядоченности, ноторые \ЮЖНО 

:моделировать с по~ющью ЭВМ. 
Дпя повышения быстродействия выqис.1ительных ма­

шин есr-ь еще один путь. Можно разобраться, кюше 
действия способны выполняться одновременно, парал­
ле;~ьно, и поручить их раsнънr компьютерам. Эта идея 
параю1е.тrьцых вычислений н ряде ЭВМ используется ух;е 
сейчас н, видимо, еще шире будет применяться в будущем. 
ОдJЮ\.шрные и двумерные (-как в игре «Жизнь») клеточпые 
автоматы дан,т прообраз таких пара.1лелыю работаю­
щих ЭВМ. 

Ученые, изучан люзг человена, установили, что нерв­
нце ю1епш, нейроны, образуют сложную структуру, 
в ноторой каждый нейрон ~южет быть соединен с Н€С­
:иолькими: десяп{ами соседей. Системы, построенные на 
~шалоrпчно:\r принципе (они напоминают более сложный, 

Н Подрсбпu:J о таком 1\омпьютерс рассиазывается n книге: Ber­
lekamp Е. R., Conway J. Н., Guy R. К. Winning- \Yays for Уонr 
Mathematic1.'l Plays~ N. У.: Acadcmic Press 1 1982~· 
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':многомерный аналог игры «Жиэны) ), получили название 
11сйронпо-сетеnых компьютеров. При решении ряда 
задач они имеют преи~1ущества перед традиционными 

Jiычислите.1ьнЫ:\Ш машинами. 

Вычисли1ельная :\~атематина nо:эволила по-новому 
взглянуть на связь дискретного и непрерывного в описа~ 

нии явлений природы, поставила глубокие вопросы, 
ю:~сающиеся мира дисв:ретных систем. Воаможно, ответы 
на них окажутся nоле:шыми при создании .компьютеров 

будущих поно.11ений. 
Трудно пре~сказывать тенденции развития об.11астей 

информатиии, связанных с естествознанием, дюне на 
ближайшие десяти:леrин. Новые проблемы, методы, идеи, 
быстрый рост возможностей :вычислите.1ьной техники 
могут И3)Jенить приоритеты раз.1ичных научных паправ­

Jiений. В :ной связи интересна мысль о будущем науки, 
высказанная н начале вена Анри Пуанкаре: «Мы все уве­
рены 1 что развитие математики будет продо.чшатьсл; 
вееь вопрос n том, в Баком именно направлении. Мне 
могут ответить: "во всех направлениях",- и это будет 
отчасти справедJ1иво; но если бы зто было верно вполне, 
то это нас несн:оль:ко устрашило бы. Быс.тро возрастая, 
наши богатства вскоре образовали бы нечто столь 
громоздкое, что мы оказапись бы перед этой непостижи­
мой грудой не в лучшем положении, чем были раньше 
перед неизвестной нам истиной». 

~ 

Отромное множество частных результатов 110 может 
ваменить обобщающих идей, перехода на новый более 
rлубою1й уровень nонимания явлений природы. 

Вопрос о выборе основных направ:1енпй развития 
нау:ки сейчас стоит еще более остро~ чем во времена Пуан­
каре. На решение многих крупных проблем ученым 
сегодня отпущено ограниченное время, да и речь идет 

порой о работе больших научных ноллентивов. Все чаще 
приходится выбирать один из многих путей. 

В последние годы были получены впечатляющие ре­
вулыаты n исследовании нелинейных явлений средствюш 
вычислительного э:неперимента, обнаружены за:коны ор­
ганизации структур в различных нединейных средах. 

Не менее важна и постановка многliх глубоких содерп.;:а­
тельных вопросов, выявление связи этих проблем с 

раа.тшчны:ми об.тrас.тнмп науюr и техники. Это дает осно 
JJание считать, что роль многих направ:1сний, свнзанны~ 

f исследованием структур в нелинейных средах, буде': 
tюзрnстать. 
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ПАРАДОКСЫ МИР А 

НЕСТАЦИОНАРНЫХ СТРУКТУР 

т. с. АХРОМЕЕВА, с. n. КУРДЮМОВ, r. г. МАЛИНЕЦКИй 

1. КОМПЬЮТЕРЫ, МАТЕМАТИЧЕСКИЕ модели, 
НЕЛИНЕЙНЫЕ ЯВЛЕНИЯ 

Одним пэ глаnных факторов, ноторые должны 
опре;щлять paзDJfTJfC точных наук и их техничс" 

с1шх нр1шо>нений в ближайшее десятилетие, 
бу;щт пршченеш1е современной машинной матс­
ь:атил:и, детища нау1ш и техmши. Возюшновсн.ис 
:)той новой могучей r.1стод1шп сле;~ует сч•rтать са­
мым нрупны.w событием 110 всей новейшей истории 
математини, если толъно сами математики зaxo­

TfIT nризнать вычислите.Тhные мащины своим де­
U"ищем. 

Л. А. Арцимаоич 

Создатели первых Э;JеRтронпо-вычислптельных .\Нl" 
шип мечтал11 о возможности решать слоашые гидродина­

fl!ИЧеские задачи, предсназыватъ пого;:~;у, с высоной точ­

ностью вести инженерные расчеты. :Многое из этого се­
годня стало реа.пьgостью, многое, видимо, будет осущест­
влено в ближайшем будущем. Оказа.1ось, однано, что 
машина не только СЛJ'НШ.Т ги.гантс.ким: арифмо~штром. Она 
:может помочь более глубоко понять окружающий нас 
мир, создать новые теории и представления. О некоторых 
новых понятиях и идеях, в становлении которых сущест­

венную роль сыграла ЭВМ, мы и хотим рассJ\ааать в этой 
статье. 

Двадцать пять :rrer назад Норберт Винер, характеризуя 
возможности компьютеров, сказал, что любая :машина 
полезна ровно настолько, наско.'1ько глубокие и проду­
манные задачи мы перед ней ставим. ЧеJiовек должен 
иметь идеи, и тогда машина ускорит их проверку и во­

площение. Другими с.1овюш, необходимы.ы ус.1овиt.щ 
успеха является хорошая мате.чатичесrшя .~tодель изу­
чаемого явления. 

Чеи а;е отличаются модели, испо.r1ьзуемые в класси­
ческой науне, от тех, ноторые стали доступны ученым с по­
явлением ЭВМ? Пожалуй, главное занлючается в том, 
что машины nо~югают n изучении нелинейиых .млте~tати­
чес-,;их моделей. 

Сложности исследования связаны с тем, что .мир но­
линейных явлений, для описания ноторых и нужны та­
кие модели 1 гораздо богаче ~пинейного мирю>. Есть мно-



го важных nешшейных уравнений, которые необходи\tО 
пзvчить. Причем большинство уравнений· не ~южст быть 
ре;uепо анали:тичесни. Их анализ обычно требует сочета­
нш1 современных аналитических методов с большю~и 
серия.ми расчетов на ЭВМ. TaRoe сочетание nee чаще на­
зывают вычислителы-tы.м экспериментом. «Вычиелитель­
ный э:ксперимент предназначен для изучения, прогнози­
рования~ оптимизации сложных :многопараметричесю1х 

нелинейных процессов, теоретичес1юе и ан:стторпменташ)­
ное и:еслс;::~;овани:е ноторых традиционными l\rето~uми за­

труднено или 11еnозмоншо1> 1 . 

Пожалуй, одной из первых и наиfiо.гюс иавоетных за­
д.ач1 в ноторой стали видны огромные nозможности вы:­
чпс.Jительных машин в исс.ттедопа1rпи нелинейных явле­

ний, явилось изучение уравнения НортенеrR.-Не Приза. 
Расскажем: подробнее об :1TO~f заиечате.11ьном: ураnнении. 

lllнольнь'й :курс физики знакомит с поплтие~1 ~юдели 
и:деа.r1ьного газа, Представляя молекулы газа нак упру­
гие шарики, беспорядочно сташншающиеся мешду со­
бой, можно довольно много сl\азать о свойствах вещества. 
Это очень интересный факт - из свойств отдельной ча­
стицы следуют свойства целоrо. В частности, идеальный 
газ устроен так, что еслп ~~ы по:\1сстим в него пскоторую 

часть очень быстрых моле:кул, то со временем средние 
с:нороети выравняются, и каждая из молеRуд будет об­
.11адать средней энергией Зк Т/2, где к - rюстолннан Больц­
мана; Т - температура газа. Иаж:дая из мо."11JНул мо-
1нет двигаться в одном из трех направлений, т. е. оGлада­
ет тремя степенями свободы. Значит, на каждую степень 
свободы приходится энергия к1'/2. 

Все основные харантеристики гааа мтнно посчитать 
двумя споеобю.ш:. Например, температуру можно вычис­
.111пь, если следить за кинетической энергией одной ча­
стицы и взять среднее по времени от этой nеличины. Но 
.\южно сделать и по-другому - взять среднюю энергию, 

приходя1л;уюся па ю1·шдую qас'I'ицу в данный \Юмент вре­
мени. Оказываетсп, что ереднее по времени д.1п одной 
частицы и среднее в один мо~~ент для всех чаетиц во мно­

гих случаях совпадают. Это свойство по.тrучило название 
,Jргодичности. 

В начале нашего века внимание многих ученых было 
привлечено к эадачам фиэини твердого тела. Их инторе-

1 Самара·ий А. А. Соврсиснnал: прикладная матсl\~атнка н вы•1ис­
нителы1ый ;.)Ю;перимевт // I\u\.IMYllИCT, 1983. .'f~ 18. С. 31-42. 
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совало, можно ли предсна3ывать теплоемность твердых тел, 

их ноэффициенты теплопроводности на основе та них 11\е 
nростых представлений об отдельной молекуле, каи в кп­
ветичесной теории газов. Представим простейшую модель 
кристалла - цепочку одинаковых грузиков массы т, 

(Оединенных одинаковыми пругнип:иамп с жесткостью 

k (рис. 1). Обозначим через Уп отнлонепио грузина с но-

Рпс. 1. Цепочка 1·руаиков 1 соединенных прушшшамII 

J{ером п от состояния равновесия. Тогда второй закон 
Ньютона дает нам уравнение двиif\ения этого грузина 

d2yТI 
т ~ = k (Уп+l - Уп) - k (Уп - Yn-J)· (1.1) 

В правой части этого уравнения стоят силы, действу­
ющие на шарик со стороны .:~:евой и правой пружинок. 
Следуя эанону Гука, мы полагаем, что они пропорцио· 
па.J:Jьны удлинениям пружин. Записывая уравнения ви· 
да (1.1) для п = 1, 2, ... , N и счиrая у (О)= О, у (N 
+ 1) = О, мы получим систе~~у уравнений, описывающу 
простейшую модель решетки. Несмотря на свою прост . 
ту, она оназывается очень полезной 2

• 

Каковы ше возможные движения такой системы, к 
ковы ее степени евободы? Когда груаиков много, а nружин­
Rи коропше, то уравнения (1.1) становятся близни к О,'{­
вому уравнению в частных производных, :которое описы­

вает движение струны с закрепленными концами. В стру­
не возможны различные виды стоячих волн (рис. 2). 
По аналогии с ними мощно нарисовать различные реше-.1 
пил уравнения (1:1). Они описываются формулами . 

Уп = sin (ffipt) sin [:tpn/(N + t)], (1.2) 

где р = 1, 2, ... , N, (J)~ = ~ sin2 [лр/(21\!' + 2)1. Под­
ставив формулы (1.2) в уравнения (1. 1 ), можно непо­
средственно убедиться, что это решения. Решения: тююго 
вида фивини часто называют модами, или гармоника.ми, 
мы также будю1 пользоваться этими терминами. 

~всегда будем <.;Ч.Итать, 'ITO начальные скорости 
равны нулю, 

4В 

гр~·з11ков 



Рис. 2. Простейшие типы 
етолчих волн в струне с за­

крепленными концами 

всдичины У(п)мощно рассматривать 

и 1н.1.и ф~·н1щш1, входлщис s урав­

аенис (1.1) 

Мошпо внести новые 
переменные: 

ai (t) = 
N 

_ 2 '1 (t) sin [:rtin/(N +1)] 
- L.J Уп N + 1 t 

rc=l 

t=1,2, ... ,N, (1.3) 

которые упрощают уравнения (1.1 ). В этих переменных 
они nыrдя-дят так: 

(1.4) 

г;:~;е w1 дается формулой (1.2). Из соотношений (1.4) видноt 
qто каждая ве.Jiичипа а 1 (t) меняется независимо от ai (tJ 
uри i =F j. Отсюда следует, например, что ес.rш в на{rаль­
ный момент Уп (О) были такими:, как показано на рие. 2, а, 
то при этом а2 (t) = ... = aN (t) = О и а1 (t) = cos ((J)1 t). 
Именно величины ai (t) (их мы будем да.1ее называть ам" 
плитуда.\ш гармоник) характеризуют степени свободы 
в этой задаче. 
Мы выя:сни.тш, что если в ю:Рrальный ~юмент nремени 

ар (О) = 1, ai (О) = О при р ~ j, то aJ (t) останутся: рав:. 
пыми нулю во все последующие м:о~~епты времени. Та.кое 
решение описывает простейшую упорядоченность u нашей 
састеме, при которой вес шари:ки синхронно нолеблютс.я 
по закону 

Уп (t) = cos l 2 V ~ siп ( 2~;~ 2 ) t] sin ( ;:r:: 1 ) • 

Однако n реально~.r нристашю вснRое упорядоченное 
движение r. течением времепи переходит в хаотические, 

теп.1оные ко.11ебанш1 атомов. 

С этим противоречием стошшулея: n 1914 г. rоллапд• 
ский физии Дебай при создании теории неэлсктропровод" 
ного криста.rтла. Он продполоrнил, что здесь сущестDенна 
nе.т~инейность. По-видимому, нель3я считать, что пружин­
RИ описыпаются аакопом Гу1ш, нужно учитывать нелиней­
ные члены. Создание Rвантовой меха.пики, а с ней и кван ... 
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тonoii теории тuердого тела отодnпнуло на второй шшп 
пронерну гипотезы Дебая. 

Тем более по1,азательпо, qто проверкой этой гипотезы 
зnш1.1ся в 1954 г. од1IН пз создателей квантовой :меха­
юши uтальяпский фнзин Энрюю Ферми. О его блестящей 
юпупции и глубоком понимании теоретпчесной фиэп«И 
и сейчас напо1шшают многие названия: поверхность Фер-
1m в теорпи твердого тела, фср:.\п1-чаетицы или фермп'ОIIЫ 
D нnантовой статиспше; фер:.ш1ем назван один из послед-
1шх элементов периодической системы. В 50-е годы Ферми 
чщ·то говорил rrоллегам, что в будущем фундаментальные 
фп:шl!еские теории,- возмоншо, будут шшючатъ пели­
вейпые уравнения. При этом важная родь, по его мне­
пню, должна будет принад.т~ешатъ .математике, пеобхо­
дшюй дл R пониманпя нелинейных систем. 

Ферчи со с1ююш ноллеrамn Дж. Пас.той и С. Ула­
мо:1,1 предполоi1шлп., что сила, с 1юторой действует пру-

1юш1ш F (Уп• Yn+1) = 1с (Yn+i - Уп) + ka (Упн - Yn)3
• Это дает 

nмссто (1.1) следующую с1:1стему уравнений: 

d2 11 

т d;./1 
= k (Уп+t - 2уп + Уп-1) + !ta [(Уп+1 - Уп)3 -

- (Уп - У~н)3 ], n = 1, 21 3, ... , N. (1.5) 

Ilпorдa эту систему называют кубической решеткой. 
Расчеты проnоднлпсь с nо:\1ощыо одной пз первых nы­

чпслпте.1ьных ~~аmин. Решалась слстема 64 дnфферснци­
а.'1ы1ых уравпепuй (в фор~rуле (1.5) N было pnnпo 64). 
Решение этой задачи таRшв можно раз;~ожить по гар~vо­
шша:-.1, т. е. найти nелнч1шы at (t) по формуле (t.3). Но 
в сплу 11ёлппейпости d2atf dt2 ааnпснт от поведения псех 
а1 , j = 1 1 ••• , N, и вместо (1.4) получаются довольно 
сло;1шые соотношения. Исследоnате.т~и полагали а1 (О) =7'= 
=1= О, а2 (О) = а3 (О)= ... = aN (О) = О и ожидали, что 
доnольно быстро эпсргпя распределится поровну между 
DCCШJ а1 в СООТВСТСТВIШ с l'JШотезой Дебая. 

Одш:шо уnидслп они соnершснпо другую I\артину. 
~Здесь мощно с1шзать, qто ро:зультаты пnших pacчDron 
:>бнnру;юшnют особошюст1t, J\оторые с ею.юго начала пред­
~таnлнлись Шl~f удивитеJ1ы1ымн» 1- писали авторы рабо­

rы. Действительно, nначале эперrин перераспределяется 
.юшду всоми N модаыи, но через некоторое nремя еистема 
Iрантичоски nозnращо.ется в начальное состояние. Уче-

1ыв пе уnидсли, что энерrпя етро:шпся и равпо~1ерному 

1нспределеrшю по степеням свободы. Статья Фер~ш, 
1 flсты п V лама, rде были описаны результаты pacqcтon 

8 
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и наблюдRемый возuрат в состотше, б.:ш31<ое R иачаль­
uому, приn.1101ша шшма1ше физа:ков и ~1атематин:оn. 

Апа.чиз этой задачИ помог в создании 11ссн:олышх ма­
тематичесних теорий. Одна из них сnлзuна с 11мо11шш1 
а.мсринаnсйli.х .математшюn М. l\рус1шла и Н. Забусноrо. 
Они предпо.:1ожил11, что явлс1ше «почти возвращсння» 11 
детальное nоведешiе всех гармошш: могут быть объяснены 
на основе nепрерывной модели. В самом де.'Iе, юннетсл 
сстестrюпным, что при увеличении N мошна перейти от 
набора функцпй Yn (t), п = О, 1, ... , N, и одной пепре­
рыопой фующии двух nеремепных у (х, t) так, чтобы 
у [nL/(N + 1), t] ~ Уп (t), где L - д;шнз решепш. 
При :этом вместо с11сте~1ы обыююnснпых дифферепцш:t.ТJЬ­
ны:х уравнений (1.5) мы получим уравнение в частных 
производпых для функции у (х, t). Оназалось, что распро­
страпепие nо.1п 11ебольшой ю.шлнту ды по иубпческой ре­
шетке оппсывается ураnненпем 

Ui + UUx + Иххх = О. (1.6) 

Сnязь м:ежду фушщпями и и у довольно сложная 1 по­
этому l\rЫ ее не приводим. О свойиnnх этого замечатель­
ного уравнеrшя, ноторое назыnают ураrшенпо:\1 Кортеве· 
га-де Бриза, мы подробно поговорш.t нише. Ва;-1шо от­
метить, что ураnнеппе (1.6) очень хорошо описыnает по­
веденпе иубичесной решетки. Одшшо малые поправни прп 
<шоавращеншt» у шrх различны. В уравнешш (1.6) исход· 
ное состояпие повторяется полностью, а в решетке прнблп­
жеппо. По:этому можно Оitаtдать, что n 1ю1що нопцоn 
n задаче (1.5) энергия псе ще будет распределнтьсл поров·· 
ну менщу модами. в~1ссте с тем н очень б;mзюrх системах 
nида (1. 6) мошст наблюдft.ться TO'IIIoe поnторс1шо начt\.'1 ь~ 
ных даппых. 

Ураы1сnие (1.6) было nыnсдепо n нопце прошло1-о r1c­
H<1 Дидернком Иоганном Нортсвсrо.\1 и его учсшшо.н Гус­
тавом де Бризом. l\opтcucr зaneдona.rr ю1фсдрой .матс.\1атн-
1ш и механини в Лмстердамсн.ом ушшсрснтсте. Его нnуч­
пые IППСрССЫ бЫЛ11 СDЯЗаJIЫ С ГIIДрОДНПrtМПf\ОЙ. U~ICCTO 
<? no Вризом опи 11сслсдовал11 ЗilДIPIY о рдсnрострn11сшш 

.'-:волн на воде и получил11 ураnпснио 

f• Yt + Со (Ух+ 3/2d-lyy" + 1/6d2Yxxx) =О, (1.7) 

где х - расстояние по rоризонтп.лн от начала ноордшин; 

t - 11ремя; у - смещешнэ поuерхпост(f iющностн от равно­

nеепоrо уроо11я; d - глубина щн:дкости; с0 = (gd)1
/, -

скорость волн с ьшлой амплитудой (рис. 3). Несложные 
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замены переменных приводят уравнение (1. 7) к виду 
(1.6). 

Работа, в которой было выписано это уравнение и при-
ведены его простейшие решения, бы.1а опубли:кована 
в 1895 г. и надолго забыта. В биографии l\ортевега, вы" 
шедшей в 1946 г., эта работа даже пе упоминалась - ни 
в тексте, ни в списке научных трудов. Сейчас почти не11 

Рис. 3. Велuчипа у харnк­
териэует отнлопспие iIШд­

кости от равновесия 

книг по гидродиню.шке и теории нелинейных nолп, где 
бы не уnо~шна~1ась замечательная работа Кортевега 11 
де Бриза. Ее вторая тnзнь началась в 70-е годы. В ::>то 
nремн было понято, как писал Rрускал, что Rортевег п 
де Бриз предлощили «по-видимому, простейшее дпффе­
ронциальное уравнение в частных производных,." но 

охватыnае:м.ое нлас.сnчесюпш методами». 

Поговорю.[ о нем подробнее. Допустим, что у нас есть 
возмо;1шость посчптать с помощью ЭВМ рааличпые реше­
пня пптересующпх нас уравненпй. Уравнение в частных 
производных имеет много решсппй. И чтобы выбрать одно 
из нпх, нужно знать, ка~юй была функция и в пача;~ьпыii 
мо~1ент, т. е. знать и (х, О). Эту фувнцию называют на­
чальными усл.ови~tи, пли начальнЫJ~и данны • .пи. Будем 
ц.ri я прос:готы считать, что нас интересует решение на 

nссй пршюй (- оо < х < оо). 
Эволюция oдnoro из рсшсппй пою1зана на рпс. 4. 

1\ilртина оказывается очень шrтсрссной. Внача.1е фушщш1 
~ становится не;\ЮНотонной, а потом распадаетсFI на си­
::.тему уедпиеппых волн, каждая из которых распрострn-

11лется е постоянной скорость10, сохранял спою фор).tу. 
Гакпе лонолизоnанные волны, сохрапяющио слою струк­
rуру пли форму, получили назnаш10 еош~тонов. 

Каждый из солитонов представляет соб[ й волпу, бе­
гущую со скоростью с, и описываетсн фор~1улой 

и (х, t) = и 0 ch-z [(х - ct)I Л), и0 = const, ch z = 
== (ez + e-t)/2, (1.8) 

~де с = и of 3; Л = (12/и0)1l1 • Из этой формулы следует, 
по чем быстрее движется солитон, тем оп выше и уше. 
liоскольку скорости во.тхв различны, то один солитон м:р-
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Р11с. 4. Рсшеппе )tраnпспия l\ортсвеrа-де Вризв ва различrп.rе мо· 
ЪIСПТЬI врем CПll 

ТТронеходит ро.сnац 1шчnлы10rо проф11л11 щ1 послсnоn:~тсли11ост~.. усд11нснш.~ 1 

t1ол11; •1ем боnьшо ам.п~·tnт)·nа. uопиы, тем uыстрсс опа дппrастсл 

шет догнать другой. Прш~ер расчета, в ноторо:'lr происхо­
дит этот процесс, по1\аза11 па рис. 5. Н.арrппа прсдставля· 
ется: поразнтельпой. Несмотря па то, что уравнение пели­
nейпо, сошпоuы «проходят)) цруг через друга, пе :м:епяя 
1ш формы, пи с1ю.рости, пи амплитуды. 
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'нс. 5. Фушщпл и (х, t) в разлпчпыо 1\JОJ\tСпты: врс:\1сrш 

о.1сс быстрый и Dысо1шn сол11то11 доrош1ст ШJJрою1А и медленный. После IJЗLJ.· 

моцейсtвш1 оба солитон" coxpaнrrюr амплnтуцу, форму и сиорость 

_, 

Результаты расчетов, n ноторых исследовалось вза­
модействие соли топов, привели ученых н мысли пзучптъ" 
акопы сохраненпл n этой спстю1е. Оназалось 1 что сохра- · 

00 

яетсн величпна и (т. е. остается постошrпым ) и dx) , 
-оо 

е;шчнна u2/2, DCJIIIЧIIHa и3/3 - U~ И ... еще U€СНОПеЧНО 
ного uелuчин. 
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-.: 

. 1 



Этот факт является от:µаженпсм r.тiyuo1шx внутренних 
закономерностей. Их исс.чедоnание nр1шсло н созданию 
в 1967 г. К. Гард11еро~1, Дж. Гршю!\r, М. I\pycюэ..rro:\r, 
Р. Миурой нового метода решенпя таких =задач - :метода 
обратпоЙ"' ·задачи теории рассеянпл, который позnолил 
свести изучение задачи (1.6) к решению неноторого JIИ­
nейпого уравнения. Оиаsn..тюсь, что много nажных и ин­
тересных нетшейных уравнений 1шсют бсснопсчно много 
законов сохранения и могут быть решс11ы этим способом. 
Со.111тон ста.1 1_юоы.м понятпем но J\шоrпх прш~.1адпых дпс­
ццшшнах. 

Хараюернзуя ваншую роль ЭВМ n иссдедоnапил со­
лnтонов, од1111 нз его антивпых участнпкоn :М. Забусни 
пыдслил песнолько этапов: первый ::этап (до 1964 г.) -
глаnпую ро.1ь играет чпс"-нтпое моделпроuашн); второй 

этап - перпод наиболее fШтипного псследоnюшя ураn­
ненпн J{oprenern-дe Вриза (1~J65-fg71 ~т.}; тротпй этап 
(с 1972 г. по настоящее npeшr) - появляются обобщения 
и при.1оженпп этой задачи, 1\ом:пыотср играет псобхо;~;и­
мую поддернпшающую роль. Прн этю1 достигается «усно­
рение и углубление мате:ш1тпчсского попп.щJ.ппя, стаnшсе 
nозмоiю-Iым: благодаря сочетанпю анализа 11 11ислепного 
моделирона1ш m>. 

Веролтпо, у чптате.11л воз1шк вопрос, накис ще прнло­
женпя могут иисть исследования со.1атопоn. О11шп.1 из 
nапбо.1ее перспентиnных nпдоn сnяз11 сейчас считnt'тся 
оптичсrнал сnпзь. Пара оптичесюrх no.1oн0Fr, образующих 
:меащугородний нnнал peчeDoi1 сnязи, r.1oi1.;cт пропуснnть 

90 млн биt/с, что соответстuует пр1в1српо 1400 тслсфоппЫм 
n2peronopaм. Однано во.1око1шо-опп111ссю\Л сnпзь об­
л э.дает несr<олышми сущсстnсппы~ш нсдосп1.тю\?.Ш. Опп 
объясн:лютсл оптичссJ<ш\Ш и фпз111lссю1.ми пnра\1страш1 
onп1tzecнoro пмпул1,са. (Налично нл11 отсутстnпе импульса. 
в теченпе коротноrо пптсрnnла nрпш.т. и соотnстствуст 

одному биту пнфор:шщнн.) lЗ обычных услоnинх юшульс 
«ра:з.\1ыnастст). В неы можно ныдNшть состаnЛшощ11е 
с ращой частотой и амплитудой, иоторыс раслрострnпшот­
с-1 с рn.зной СJ\оростып, что и nрнnод11т н «рD.З\rывnппю)>. 
Это пnкладыnnет iJ\ест1ше оrрапичепня нn сиорость пе­
редачи хшфор~нщпн. 

ИссJrсдоnаiшн сотрудпшюв фирмы «Белл» пока:зыnают, 
что преодо.rrеть jтот ведостn:rон позволлст псполъзоваппе 

нелш~ейных зффсктоn. Урnnнсння, описнnающпе прохоаt­
деш10 1шпульсов по волокну, б.11изки R тем, n которых,. 
возиощпъr солитоны. Если начальная ~нерrия и фор:\tа 
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Р11с. 5. Фувнция и (х, t) в различные моиевты времени 

.Бо:~ес бы~рый и высо1rий солитон доrо!ШСТ широкий и 11,нщлснный. После вза­

имодействи11 оба сщштона сохранпют амплитуду, форму и с~:орость 

Результаты расчетов, в Rоторых .исследовалось вза­
имодействие еоли-rонов, привели ученых R мысли изучить 
законы сохранения в этой системе. Оказалось, что сохра-

"° 
пяется величина и (т. е. остается постопнны~1 S и dx) t 

-оо 

величина и2/2, величина и3/3 - и~ и .•. еще беснонечно 
много величин. 
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Этот факт яв.1яется отvа:тение~1 глубоиих внутренних 
за-кономерностей. Их исследование приuоло н созданию 
в 1967 г. Н'. Гарµ:нером, Дж. Гриnш.1, М. Нрус:ка.110.\1, 
Р. l\1пурой нового мето.J,а решения таких задач - ые·нJ;_~,а 

обратной аа;~;ачи теории рассеяпия 1 ноторый позволил 
свести изучение задачи (1.6) к решению неtюторого лн­
нейпого ура:~шения. О.казалось, что много uаншых и ин­
·н~респых нелинейных уравнений имеют бесконечно мно1·0 
з<шонов сохранения и могут быть решены этим способо.\1, 
Со.:~атон стап 1юпым 1юпптпс::\1 во r>.шогих прию1адных нпс-
1,иплппах. 

Харэ.ктернзун ватную роль ЭJЗМ в исслодоnании со­
Jштонов, однп иа его антпвпых участников М. Забусrш 
выделил нос.колъно этапов: первый этап (до 1964 г.) -
ri!anпyю ро.11ь играет численное моделарuuание; второй 
vтнп - период наиболее аrппвного исследо:rнншя ур<ш­
ненин Нор rencгa -де В риза (1965-1 D71 IТ. ); третий этап 
(с 1972 r. по настоящее вро:-.ш) - пояnшпотся обобщения 
и прилоiненип этой задачи, компьютер играет псобходи­
мую 1юддер:н.;ивающую роль. При ЭТО\J дости:гаетсл «усно­
рение и уг.11убление матсматичес:ного понимю1ш1, ставшее 
возможным благпдарп сочетапию апnлиза 11 чис11еюю1·0 
:\юделированию>. 

Вероятно, у чптатоля вознин вопрос, накис ;н:е при:ло-
1-нения могут иметь псстщоnания со.питонов. Одшв~ из 
наиболее псрспентивпых оидоn снязи сейчас считается 
оптичсснап штзъ. Пара оптиqес1шх волокон, образующих 
метдугородний н:нпал: речеnой <»нязи, можот пропус1шть 

90 мпн бпт/с, что соответствует примерно 1400 телефонным 
п::~реговорю.~:. ОднаI\О волmюнно-оптическал сnязь об­
л щает неско~нними еущественнымп нед.остатками. Они 
о5ъясншотся оптичесн:пмп и физичrсними парюштрл.ми 
оптического импульса. (Наличие пли отсутствие Jiмuульса 
в течение коротного интервала приема и соответствует 

о.1но:.1у биту информации.) В обычных услоnпях и:мпу.1ьс 
<1 рRэмывается». В нем моааю ны;~слить состанляющи:е 
с ра 3ПОЙ частотой и юшшпуцой, ноторые расnространяют­
с 1 с разной сноростъю, что и приводит н <1рп.з,1ываншо». 
Это накладывает жесткие ограничения на с:корость пе­
редачи пнфорщ:щии. 

Исследования сотрудншшв фирмы «Бел.'1» по:казываюr, 
что прсодо.Тiсть :пот педостатОI~ поаuоляет использова~ше 

нелинейных зффен:тон. Уравнения:, оnисынающие прохош­
~сние пмпульсов по нолонну, близI{И к тем, n которых 
нозионшы со.rппоны. Если нача.11ьная энергия и фор:\tа 
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F 
импульса соответствуют со.1итону, ro такой И!\Шульс ус" 
тойчив I\ «размыванию». Специалисты считают, что «Со­
литоны идеально удовлетворяют усдовил:м оптичесной 
связи. Можно сфор~шроваrь весьма короткие солитонные 
п:млулъсы и тю<им образом обеспечить оqень высокую 
снорость передачи информации>) 3

• По.1агают, что исполь­
зование этого и других нелинейных ~ффектов позволит 
довести снорость передачи информации до величин по­
рядка 10-100 м.rrрд бит/с. 

2. SИФУРКАЦИИ, ДИССИПАТИВНЫЕ СТРУНТУРЫ1 
САМООРГАНИЗАЦИЯ 

Ноuые (Щеи щнщумывать очень трудно. Дш1 
отоrо трсбуетсfI совершенно иснлючитсльпое оо­
обра.шсние 

Бо.1ьшое разнообразие и с.r~ошность нелинейных за­
даq приводят .и мысли выделить простейшие зJrементы и 
понятия~ которые встречаются достатоqно (rасто. Одним 
из таких понятий в теории нелинейных уравнений яв.1я· 
етсн представление о бпфур:нации решений, которое мы 
поясню~ ш1 нлассичесном примере. 

Представим себе колонну пряl\Jоуголыюrо сечения, на 
~-;оторую сворху действует па~·рузка Р (рис. 6). Будем 
увеличивать нагрузну и посмотрим:, что произойдет. Бна· 
чале tшлонна будет укорачинатьсн и утолщаться, но ее 
центральная линия будет оставатьея прямой. Однано при 
некотором критичееном значении Ре картина н:ачественпо 
иэменитсн - нолопна потеряет прямолинейную форму 
и прогнется вправо n.1и влево. При Р < Ре у ко;юнны есть 
сдинственнап равновеснаn форма. При Р > Ре их три: 
прлмо.~ншейвая форма, .которая стала неустойчивой, 
и две устойчивые - одна соответствует прогибу 1шраво, 
другая - вJiево. Если мы нарисуем зависи~юсть отю10~ 
нсния А оси ко.Jiонны от прямой от величины наrрузю1 
Р, то кар'Iина будет таной, нак по:казано на рис. 7. При: 
Р = Ре измени"1ось число состо.rпшй равновесия и их 
устойчивость. :Изменение чисда и устойчиноста решеш1й 
уравнения нааываетсл ветвлекие~t, или бифуркацией 
решений. Это типично нелинейное явление. Классиче­
ская линейная теория упругости дает единственное прямо­
линейное состояние раввовесил. 

~ Оптическая свяаь - ии.ллиарды бит в сснувду // В мпре аау1ш, 
1984. м 1. с, 67-68. 



Рис. 6. Нагиб но."lопны под 
nе:ЙСТВИСМ ПUГJJУ3Н:И 

А, 

Рнс. 7. Завпсимость отнло­
нспия от nе.пвчnнъr иагрузпи 

Задачей о потери устойчивости 1\олонны занимались 
Эй:лер, Бсрну.1ли, JJarpaнж. Одним из первых термин 
бифуркации ввел R. Якоби в 1834 r. Однако в полной ме­
ре 3Начение теории бифуркаций было осознано выдающи~r­
ся фрапцузошм .:математиком Анри Пуанкаре в :конце 
прошлого не:ка. 

В элементарной .математике обычно для любой интере­
сующей нас величины ).IЫ 1юдуqаем некоторую форму.чу, 

нуда остается подставить соответствующие чисJiа. В прош­
лом: веке nояuился широ:кий нруr аадаq, где окаsал:ись 
полезны линейные уравненин. Во многих случаях их ре­
шение также удается выра3ить в ннном виде через спе­

циальные фупхции. Можно выяснить также, нак зависит 
это решение от пара.метров ураонепия.. Простейшими спе­
циальными фующ11ями явJiяютс.я тригонометричеекие 
фующии (sin х, t.g х и т. д.). Есть и бoJJee с.1ожные - по­
линомы Эрмита, Лагера, фующии Бесее.r1я, ХанБеля, э.'1-
липтические фуюш;ии и многие, многие другие. Задачей 
теоретина было сnести по.1учившееся у него уравнение 
1' каному-нибудь известному ниду. Математики же ис.с.11:е­
довали различные линейные ураnнепин и вводили повые 
специальные фующии. 

Одна.ко в нелинейных задачах, I{Otopыx становилось 
все больше, тан действовать было нельзя - явное выра­
жение для решения получить обычно не удавалос.ь. Ну­
жен был другой подход. Пусть :1а.м и:3вестно решение зада­
чи при значении параметра Л = Л 0 , тогда можно попро­
бовать найти решение в при Л. 0 + ЛI~, rде ЛЛ - малое чис­
ло. При это~~ наш анализ ставовитсн локальны2'1 - вмес~ 
то поис.ка общего решения мы ограничиваемся тем, что 
происходит с Rонкретным решением в 01фестности одного 



значения параметра. Естественно в первую оqередь вы­
брать наибо.1ее важные значения параметра,. где поведе­
ние системы качественно меняетсн, т. е. точки бифурка­
ции. При этом важнейшей целью становитсн выяснение 
всех основных типов бифуркаций в различных задачах. 
А. Пуаннаре полагал, что решени:е этой большой и с.лож­
ной проблемы поможет в исследовании :многих нонкретных 
нелинейных явлений. Успехи, достигнутые уще в пашем 
веке в прикладной м:атомагике, теорю1 колебаний и в ;:r.ру­
гих областях,. показали важность и большие перспекrивы 
этого направления. Значение программы исследовани:й,J 
предложенной Пуанкаре, оказалось очень велико. 

Основные 'I'ИПЫ бифур:наций м:ы рассмотрим на следую­
щем при~1ере. Пусть у нас есть химиqес:н:ая реакция, в ко­
торой изменение концентрации интересующего нас про­
дукта dx/dt зависит от caм:oti концентрации х и внешних 
воздействий, харахтеризующн хся параметром Л. Это дает 
обыкновенное дифференциа.1ьное уравнение 

dx/dt = F (х, Л). (2. '1) 

Решения этого уравнения ведут себя очень просто. На 
достаточно больших временах х (t) стремится :к посrоип­
ному значению Х. Иногда говорят, что х являете.я аси.чп­
тотикой решения х (t). (В некоторых случаях решепин 
этого уравнения могут воsрастать шш убывать до беско­
нечности, однnко этот случай мы рассматривать не бу­

дем 1 .) 

Тюшх sна чепий х мо·шет быть несколько х 1 ,. х2 п т. д. 
Понятно, что пр11 этом 

F (:t\ Л) = О. (2.2) 

В ааЕиси:мост11 от нача.1ыiых данных х (О) решение 
стремится к одному из Xn. Поэто:му оста.1ось решить урав­
нение (2.2) и найти псе его корни Rак фушщии параметра 
Л. Длн простейших функций Р (х, Л), например по.1иноl\.rов 
второй или третьей степени по х, все корни можно найти 
no явnым формулам. Для более слошных зависи?1-rост<:й 

.i В векоторых задачах неограпичснпо растущие решения (так 

вазываемыо режимы е обоетр1.шиеl\1) прсдс.тав."Iнют большой пн'Гс­
рес. О неиоторых из нпх рnсеназано в сGорн1ше: I\ош1ьютеры 1 
модели, вычис.лител~ный э.ксuеримеuт. М.: Паука, 1988. 
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F (х, Л) сделать это не уцается. Здесь моашо поступить 
иначе. 

Допустим, что нам известно накое-либо одно решение 
уравнения (2.2). Для того чтобы пайти решение при Gлпз­
ном значении Л = 1.0 + ЛЛ, ЛЛ < 1. :мот:rю вос.nоль:_~о­
ватъся форму.1ой Тейлора 5 

F( - 'l Л" F(- 'l) дF(.т, ~о) Л х + Лх, л0 + r.) = х, л0 + дх Х + 
+ дF (х, Л 0 ) ЛЛ + _1 lг д2F (х, Ло) (Л)2 .. L 

iJ), 2 дх~ .r 1 

+ 2 б2F (х, Ло) Л ~л~ + д2F (х, Ло) (Л~ )2 ] + G 
дхаЛ х " r/Л."' ' ' (2.J) 

где G - остатоR рнда, п который входнт ч:1ены 1 пропор­
циональные (Лх)3, (Лх)2 Л/11, Лх (ЛЛ.) 2 , (Лl.)3 и т. д., его 
ноnнретный ви;:~; длн нас не важен. ПосRольку нас интере· 
суют с.остоfшия равновесия, то F (х + Лх, Л0 + ЛЛ) = О. 
Но тor;:i,a мы получаем при Л.х ~ О, ЛЛ-+ О: 

л __ аF(х,Ло)л'!./дF(х,1.о) 
Х- д'А {\, iJx • (2.4) 

Это очень полезная формула. Из нее след~'ег, что eeJJИ 
дР (х" /..0 )/дх отлично от нуля, то мы мшп:ем приблю1~снно 
определить новое состояние равновесия (рис. 8). Тuкое 
состояние, судя: по формуле (2.3), будет одно, а значит, 
в точ-ие ]~01 х не происходит бифурюн~ии. 

Но может случиться тан, ч:то aF (х, "л. 0 )/дх = О~ 
и тоrда нужно учитывать следующие слагае_,rые. Если 

д2F (х 1 Л0)/дх2 :::р. О, то н:.шсто (2.4} получится фор:му.1а 

Лх = + V-z дР ~~ Ло) Л~. / ац· ~~~ Л()) = ; V с1ЛЛ. 
(2.5) 

Здесь уже картина другая (рис. 9) - ттри Л > Л0 по­
явились два решения, а при Л < Л0 их нет совсе,1.t (если 
считать, что с 1 положительно). Пример та:иоrо nоведонил 
дает все та же задача о нагрузке колонны. Пусть в началь­
ПО\I соетоннии колонна не идеально прнман. а немного 

изогнута в одну сторону. Тогда рис. 7, nоказывающий зn~ 
nпеимость максималыюrо изгиба от наrрузви, изые1ш-гсл 

о ЧитатеJ1ь, наверно, знаком с рядом Teii.:topa F (х + Лх) = 
dF 1 d 2 F 

= F (х) + dx Лх + 2 dx2 (Лх)2. + ... Форму.11а (2.3) - ero обобщение 
на случай днух пер~м:енных, \ 
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Рнс. 8. 3ависи~юсть х (f..) 
(дF (х, 'Л0)/дх ф О) 

Рнс. 9. Зависимость х (Л) (дF (х, 
'Л0)/дх = О и д2f' (х, "л0)/дх2 ф О) 

Рис. 10. Зависимость откло­
нения от величины нагрузки 

дш1 неидеаJLьnой колонны 

·~ 
', .... _ ---

------~--------,{ 

"Я станет такой, как рис. 10. Нижняя часть рис. 10 совпа~ 
цает с рис. 9. 

Если постепенно увеличивать нагрузку, начиная 

с Р < Ре, то решение будет все время оставаться на верх­
ней ветви, и никаной бифуркации не произойдет. Колон­
на будет все больше прогибаться в направлении первона­
чального изгиба. Но если н ней приложить нагрузку в го­
риаонтальnом направлеnии, например ·ударить достаточ­

но сильно, то нолонна прогнется в другую сторону. Про-
11зоЙ;J;СТ переснон на нюI-шюю ветвь решений, ипи «хлопок» 
(ем. рис. 10). В одних случаях с хлопками надо бороться1 
в других - их :моншо пспо.11ьаовать на практике. Друrи­
ма словами~ формуле (2.5), по Rоторой «ниоткуда>> появля­
ется пара состояний равновесия" соотве1стнует нонкрвт­
ное явление в теории упругости. 

На всех рисунках в этой главе сплошной J1инией ~rы 
обоаначаю.1 ветвь, па которой лежат устойчивые состояниfI 
равновесия, пунктиром - неустойчивые. Пусть х - со­
стояние равно веси я уравнений ( 2 .1). :Мы б уде,\1 называть 
его устойчивым, ес.1и любое достаточно ~~алое от1tлонение 
от х остается малым и со временем стремится к нулю (точ­

нее говоря, ато свойство называется асимптотической ус­
'l'ОЙчивостью). Если же мощно найти скодь угодно малые 



отнлонения от Х, растущие со временю.r, то та.кое состоя­

ние неустойчиво. Теорил ветвления позволяет достаточно 
просто выяснить не только число решений ура шю1шя 
(2.2), но и устойчивость каждого из них. Далее будем по­
лагать, что это уже сделано. 

«Но ведь моншт оказаться»,- снажет читатель,- «что 
и дF (х,. Л0)/дх2 , д2 F (х 1 ).0 )1дЛ 2 ранны ну~1ю. Rак же быть 
тогда?» Ответ прост - нужно учитывать сдедующие чле­
ны: д2F (i, 'Л. 0)/Ю.2 (ЛЛ)2 , д7F (х, 'Л 0)/дхд'АЛхЛЛ и прочие. 
Ес.1и хотя бы одна из вторых производных пе ранпа ну­
лю, то типичные бифур:иации будут тан:ими, каи пою.1Jано 
па рис. 11. Рис. 11, а мы виде.'IИ в задиче о про1·ибе ко­
лонны. Рис. Н, б с.оотнеtстnует бифуркации, I\Оторую ус­
ловно мо:ашо назвать «об:мено~f устойчиnос1ью». Состоя­
нин равнонссия,; ле;.нащие на одной ueruи, стюlоrJ11тся в 
точне Л 0 , х устойчивы:ми, лежащие па другой - пеустоi.'tчи­
выми. Бифур1нщию, по:казанную па рисуике 11 о, 1шш,ша" 
ют подкритической (в от.тичие от надкритической, по1\а­
занной па рпсунме 11 ~ а). Она отличаетсн теы ~ что 1юзшш­
пше в резу.Jiьтате ветвления решения. лежат n той ГI\0 

области пара~1етµоn (Л < Л. 0 ) 1 где была распо~1uжепа 
первоначRльuая устойч.ииая ветuь. Анализ понаэыш1от, что 
в этом елучае они неустойчины. llpи унеличении uараыет­
ра ~" устойчиБое решение ра11ноnесин nросто исчезает" 
и решение уравнения (2.1) переходит а другую область по 
х. Бифурющии, но:казанн.ые па рис. 11, будут uстре­
чаtьсн нам еще не раз. 

Предполаган равенство нулю первых производных 

фушщ11и // в точне (.t, /..0), мы uолуч.или рисунки (11). Но 
с тани.\t r1\C ycпexo:ri.1 MO.il\e.M приравнивать к нулю 11 сде­
дующие проианодные, nо~Jучан при :пом нее бо.1ее с.1ожные 
бифурнациопные диаграммы. Все ли они окажутсл: одина­
ково вюю1ымп или наю1е-то будут встречагьсн чаще дру­

па? 
За;1умывалсь над та:кими nопроса:мп~ ученые пришли 

к вюкно:й идее грубости еистемы. Ее можно nояеnить на 
просто~~ примере. Если мы моделируе~t каной-.rшбо реаль­
ный прсщессr 10 фун.кциn F 1ш:о.1~ скорее вс~rо,. известна 

.r1 рпблшnенно. Пр11 небольшом ее иаменеnии изменятся 
и все ее состояния равновесин х. Но естественно ожидать'1 
qто основные качес1nеппые свойства,, такие~ н.ак число 
решений и их устойчююсть, будут сохраняться. Системы1 
обладающие таким свойстном, получи~-.~и название грубых. 
Именно они в нервую оч.ередъ и буд;у·т наб.т:rюдаться и ЭI{С-

. нч;•~иенте. 
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Рис. 11. Типиqnыu вид бифуркационвой диаrраммы в том слуqае, 
коrд[\ хотя Gы одна из nторых производных не panna пулю 

/{х}, F(z) /fz) 

Р11с. 12. Фующия F (х, е) при трех зnачениях параметра 

Расемотрим для примера две ра з.rrичные фун:иции F 
(рнс. 12, а, 6). Легно nидеть., что чи:с."'Iо 1юрней первой 
фуп:кцни не изменится при малых деформациях кривой. 
Во вторш1 слуqае все происходит иначе. -Уравнение 
Р (х) = О имеет два решения, F (х) + Е = О - одно 
(рве.. 12,, в), а F (х) - е = О - три решения, сколь бы ма­
лы:м мы не выбрnш1 положительное число е. Систе:\IУ (2.1), 
в ноторую входит функция F (х) с рис. 12~ б, естественно 
отнести н неrрубым. Две другие функции харантеризуют 
грубые системы. Грубые случаи иногда такще называюr 
с.11учаr1ми общего положения. 

Рассыатривая накую-ни.будь конкретную модеJIЬ, всег­
да можно считать" что она является rрубо:й. Но в целом 
семействе моде.чей, зависящих от параметра Л,, иногда бу­
дут nс1·реqюьсн и пегрубые ситуации. Например, при из­
меттешш парю1етра Л мы пореходим от одной грубой еи­
С'rемы (c:\t:. рис. 12, а) I\. другой (см, рис. 12., в) через пе­
грубую {см. рис. 12, 6). При Л = Л0 два корня исчезэю·r, 
происходит бифуркация, поназанная на рис. 9. 

Вор11емс.я к нопросу, nоетавленному :в начале этого 
раздела. Чем больше условий мы нанладываем па произ­
водные фующии F (xi 7. 0 ), тем более негрубые системы та­
кая функция описывает, тем реже они nстреча ютсл. И;;. 
надо исследовать тодLКО тогда.,. когда :;1адtlча содержит п:u-
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с1<ош,ко uара.метроn (Л 11 Л.2 , ••• ~· Л.п) или об~шдает спс-
1~иальпымн с1юйствами,. напри.мер СИ:\-1метрией. Этот вы-
1юд нnляется очень общи.м: в боJ[ЬШИJiствс моделей nстрс­
f1аютен песко.'IьI<о наиболее простых типон бифурк::щнii~ 
:; ноторыми мы уже познакомил~1съ. 

Сообрюнения о грубости .\юделе:й рDзличных uр(щес­
r..он nыска эыnались еще Анри П уаниэре. Однако пшроное 
распространеJJие и дальнейшее ра явитие они ПОJ1учиди 
в 30-е годы нашего nека, когда П()ЯIШJIИеъ ко1шретныс лри­
кпадные задаqи, rде они играют принципиальную роль. 

Эти 3адачи во:знихли н спнзи с развитием радиоrех:шпш. 

Их иаучение привело и созданию теории колебаний. 
Основную роль в становлении этой теории сыгра.1и 
r..оветские уqеные Л. И. Мандельштам, А. А. Ащт;роноп, 
А. А. Витт" С. Э. Хайкин и др. 

Mnorиe радиатехничесние системы, напри.мер генерато­
ры, удаетсл описать системой дн ух обыюювеrrны х диф­
Jэеренциаль ных уравнений: 

dX/dt = F 1 (Х, У)~ dY!dt = fi'2 (Х, У), (2.6) 

н:оторую часто паэывают дикамич,еской систе.цой. JI юб()е 
ее решение {Х (t), У (t)} описывае1· псноторую кривую 
на nлосности {Х, У}. Эту нрипую мы будем называть фа­
зовой траекторией. Попробуем выяснить~ qто пропсходит 
с решепия:м:и на больших врю1епах. Как и раньше, будем: 
считать их ограниченными. Система (2.fJ) rораздо слоншее~ 
qеы уравнение (2.1). Но можвт оказаться 1 что Х (t) ~ .Х, 
У (t) ~ У при t ~ оо" так же IШR в одном уравнении. По­
ннтно, что 

(2.7) 

Все точки, д.;1я которых выполнено paвenc'rno (2.7), нн­
зоnю.r особыми точ11,а~w,и дина:мической системы. Они тmh'e 
описывают ее состояния равновесия,. или стационарные 

решеншr. 

Ее.ли псе решения, бзшз1ше к особой точке R началь­
ный момент времени, стре~~ятся :к ней, то l'очка назымется: 
устойчивой. Типичная :нартина решений n ее онрестности 
в этом: с.пучае будет такой, нак показано на рис. 13. Пер­
з~ая точка называется устойчивым узлом, вторая - устой­
чпвым фокусо.ч.. Особая точна может быть и 11еус1'ойчи­
nой - неустойчивым уаМJм, фокусом (рис. 14" а) или сед­
лом (рис. f4, 6). Других типов особых точек в грубых ди.­
nамичесних системах не бывает., 
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Рис. 13. Вид ф.ааовых траекторий в оRрествости 
в """' УСТОЙЧ1ШОГО узла; б - устойчивого фокуса 

у 

// 

Рис. 14. Вид фазовых траек­
шрий в окрестпостп 

а - неуС1'ойчивого фокуса: 6 -
седла 

Рис. 15. Фавоnые траентории 
вблизи устойчивого прецепъно­
rо цю<nа 

у 

у 

Однако реше1ше сiштемы (2.6) при t---+ :XJ пе обязатель­
но определяется состоянием равновесия, как это было 
в уравнении {2.1 ). Оно мш-1\ет стремиться н. периодическим 
фующиям х (t + Т) = х {t), у (t + Т) = у (t). в BTQ}.[ 

ел уча е говорят, что в системе существуе'f устойчивый пре­
дмъный цикл. Типичная :картина поведения решений в ОR­
рестности предельного циRла nо:кааапа на рис. 15. Фазо­
вые траеRтории изнутри и снаружи: шаматываются» на 

цпю1. Независимо от начальных данных в спсте.ме будут 
происходить rюлебания с. постоянной а~шлитудой и час­
тотой~ их час.то на3ывают авто:колебаниям:и, 
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Автоколебания были известны очень давно. На них" 
в частности~ основана работа часоного :\t:еханизма. Они 
широко используются в разных радиотехнических уст­

ройствах. Тот фант, что :математическим образом этого 
важного яв.1ения может служить предельный. цикл, был 
понят сравнительно недавно. В 30-е тоды оп проиаnе.11 
бо.11ьшое впечатление па ипщенеров и на самих матюшти­
.ков. Начала быстро равниваться начостnенная теорин ди­
намических систем. Один из ее важных резу.1ьтатов со­
стоит в том, что, кро:\rе устойчивых особых точек и предель­
пых цинлов, других притягивающих множестn в грубых 
динам:ичес:ких системах вида (2.6) пе быпаот. 

Притягивающим множеством называется таная соnо­
нуппость точен на плоскости {Х, У}~ к 1\оторой стремят­
сн~ <шритяrиваютсю) близкие решения при t ~ х. По­
это.му иногда та1юе множество назыпают аттра;о,торо.лt 

(от анг.;:~ийского слова attract - притлrиватr,). 
Кроме бифурнаций состоRпий рапповесин, рассмотрен­

ных выше" в динамических системах при изменении пара­

метра может происходить еще одна интсрсспан псрестрой-

1ш - из особой точ1iи мот:ет nозшшнуть предольный 
цию1. Ее иногда называют бифуркацией Хопфа. Рассмот­
рим с~-~едующую систему ураннений: 

dr/dt = 'Лr - r3 
,, dcp/dt = с, с = coпst" (2.R) 

3,J,есь r и ер - полярные координаты; Х = r cos q:-;, У = 
= r sin <р. При Л < О n системе есть один устойчивый фо­
I\ус. Когда Л стано:витсн положительным, то фокус терFI­
ет устойчивость~ и nознинает устойчиnый предельный 

цинл, радиус которого равен JIЛ. Он и опреде.гrяет асимп­
тотику всох решений. С ::>Тiпr интересны!\1 ннденисм мы 
далее встретимся еще не раз. 

Рассназыван об уравнении (2.1) и.'lи о динамической 
систс:.1е (2.6), мы почти не говорили о нач.аJ1ыrых услоnинх 
(соотnетстnеш:ю х (О) или Х (О), У (О)). На псрный nзL·ллд 
кашстсн, что начальные условия должны быть очень су­

щественны. И дсйствите:1ьно 1 в некоторых сис'rсмах так 
и есть. Например, если в ураннениях (2.6) F 1 = У, F2 = 
= -Х ы2 (это будет ураnненпе матюштичес:кого маятни­
ка d2 Xfdt 2 + w2 Х = О), то величина Е = 112 (У

2 + ш2 Х2 ) 
будет сохраняться:. Решения, у :которых в начальный мо­
мент времени величина Е раз~1ична, не могут стремиться 
друг к другу. К атому юшесу относятсн также многие си­
стемы в небесной механике~ в других областях классиче­
сиой физп.ни~ где поступ.1епие~r энергии иавне мощно пре" 
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neupeqь и где полная энергия поэтому буцет сохранятьея. 
Те)1 i1\e свойством обладает уравнение Кортевега-де Бри­
за, в котором 3аI\онов сохранения бесконечно много. 

Но во многих случаях задачи (2.1) и (2.6) обладают аа­
мечательным свойством - с целого класса начальных 
данных при t-+ с:ю в них происходит выход 1-ш одно п то 

же решение. Систюш «забывает» детали нач:альных дан­
ных. П рецета вим: себе ген ера тор. Для того чтобы поддер­
жн ва ть его нолебанинJ нужно подавать энергию иавне. 
При этом между поступающей и рассеивающейся: энер­
гпей устанавливается динюшческое равновесие. Имея в 
ви;::~.у постоянный притон энергии и его рассеяние,, генера­
тор относлт к открытым диссипатион,ьмt cucme.!ft.aм. Та­
нпс системы в настоящее время вызывают все больший ин­
тсрее. Оказалось, что забывание деталей начальных дан­
ных очень характерно для них. Именно об открытых дис­
с1шитюшых еисте:мах и об их 3а)rечательлых свойствах 
пойдет речь далее 6

• 

Уравнения (2.1) и (2.6) описывают системы соответст­
nспно с одной и двумя степенями свободы. Число степеней 
свободы определяется тем, сно.чыю ве,тшчин нужно задать,, 
q1обы полностью охарактеризо:ватъ состояние систе:иы. 

В уравнении (2.1) это значение х, n задаче (2.5) это два 
чисда - Х и У. Но сейчас ученых все больше интересуют 
за;~ачн, в ноторых научаемые величины изменяются не 

только во времени, во и в пространстве. Например, если 
размеры химического реактора достаточно велики, то 

в ошюывающих его уравнениях нужно учитывать диффу­
зионные процессы. Это дает вместо обынно.венноrо диффе­
ренциального уравнение в частных производных 

Х t = D Х хх + F (Х, Л )t, О < х ~ l ~ О < t < оо, 
(2.9) 

решением которого явшrется функция двух переменных 
Х (х, t) (D >О - коэффициент диффузии вещества Х)~ 
В этой модоли степеней свободы бесконечно м:ного, пото 
му чrо мгновенное состояние сисrе:мы определяется ана ..._ 
чсю~нl\Ш функции в каждой точБ.е отрезка. 

Стотшуншись с такой задачей, хочется обратиться за 
по~ющыо R ЭВМ. Одна:ко шобан машина :\южет иметь дело 
только с такой сиетемой:, ноторая оnпсьшается I\опечным 
набором чисел. Встае1 вопрос, насколько хорошо решенин 

t> 1.>:шзкие rюпросы расематривалиеь в брошюре: Курою.нов С. П., 
М ал.ин.еч1rий Г. Г. Сннсрготика - теория самоорганизаци.и. Идеи, 
методы, uсрсuективы. М.: 3шшuе, 1983. 63 с, 



этой нонечномерной системы и решения исходпой задачи 
согласуются между собой. Можно ли говорить, например, 
о бифур.кацилх стацпонарных решекий (у которых Х t = 
= О) в задаче (2.9)? Похожи ли они на те бифуркации, о 
ноторых ш.1а речь выше? Скопько нун-шо взять обы.кно­
венных дифференциальных уравнений, чтобы они с дос­
таточной: точностью приближаю~ уравнение в частных 
производных? Вопросы эти о:казались трудными, исчер­
пь1вающих ответов на них мате:мати:ни пока не внают. 

Но то, что удалось выяснить, о:казалось очень интерес­
ным. 

На примере модели (2.6) мы познакоми.1ись с бифур­
.кацией рождения предельного ци.кла. Она встречается и в 
системах большего :кшшчества уравнений. Однако там, 
где она происходит, можно выбрать та1ше переменные, две 
из ноторых Х и У связаны системой nида (2.8). В ней и со­
дорнштсл вел информации о происходящей бпфуриации. 
Все остальные пере:менные «подстраиваются» :к этим двум, 
наиболее важным. 

Танжо дело обстоит и во многих эадачах с частными 
производными. Не вее степени свободы играют одипаио­
вую роль. В нелинейной диссипативной: системе обычно 
удастся выделить нонечпое, а иногда и пебольшое число 
пере~~енных, к которым: «nодетраиваютсю> остальные. 3ти 
перемепные называют иногда парам,етрами порядка. Это 
можно пояснить на raRoм примере. Возьмем функцию 
и (х), заданную на интерnале от О до l. Ее мошно разло­
жить no гармонина:м (математики говорят - разлююпь 
в ряд Фурье) и найти а:.\шJ1итуду ю1нщой гармоники. Пусrь 
фушщия и (х) имеет сложны.й изреза1шый uид (рис. 16, а). 
В ее nоводении не видно 1ш11ой-либо закономерности или 
упорядоченноети. При этом амплитуды многих гармонии 
сравнимы менщу собой. Напротив, rладкан фушщ11я 
и (х) па рис. 16, 6 ведет себя очень просто, в ней леrно за­
метить закономерность: она близна I{ периодической. Для 
TOI'O чтобы nередать се профиль, достаточnо задать а\\ШJJИ­
туды всего несноль.ких 1\юд. Если процесс идет так, что 
ко.11ичество гармоюш большой амплитуды уменьшается, 
то n системе будет вознин:ать неl\оторан упорядоченность, 
будет происходить са~иоорганига1{UЯ. Таную упорядочсн­
пость часто наэыnают диссипативи,ыми структура.м,и, 11то­

бы подчеркнуть ту роль, которую играют диссипатинные 

nроцесеы в ее образоnании. 
Значение диссипатиnных структур для понимания мно­

rих нелинейных ннлепий очень ве.'1ико. Одним из первых 
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Рис. 16. Функция и (х) и ее I<оэффициснты Фуры~ 
Чем более изрезанной и нсреrул11рной лвляется фушщин, тем Во.r~ьшс но:эффи­

ц:иснтов и:меют близ~;ую амплит~ду 

указа:~ на это английский ученый А. Тьюрипг. Он решил 
исследовать с. помощью матем:атичесиих методов один из 

наиболее интересных биологичесних процессов - морфо­
генез. 

Биологи утвершдают~ что в ню-ндой клетн.е организ~ш 
содерж1пся одна и та же генетичес:кая информация. Од­
нако в процессе развития происходит специализацин кле­

тон. Естественно предположить,, что инструкции клетннм 
о том, какой орган они будут составлять, вырабатывают­
ся организ~юм в ходе его развитии и это ноллентюiныii 

процесс. 

Тьюринr полагал, что морфогенезом управляют х1нш­
ческие nроцеесы. Его интересовало, ~южно ли исходя 
из простейших хи:мичесних представ.-1ений объяснить воз­
ншшоnенив структур в первоначальпо однородной тнаниt 

Ход рассунщепий был та:ков, Пусть вещесrво Х стимули-

66 



рует ра 3Витие клетои (тание вещества сейчас и:шестны, 
и их час.то называют активаторами), У замедляет его (и 
называотсн пр11 этом ингибитором). Учет реакций, в но­
торые nступают Х и У, привел бы R системе обыюювен­
ных дифференциальных уравнений. Но пас в основно11,1 
интересует распределение веществ Х и У в пространетве. 
В тех его областях, где 1\Шого вещества Х и мало У, рост 
клеток будет идти более юпиnно. Поэтому существенную 
роль должны играть диффузионные процессы. Их учет 
nриuодит и системе ура внсний: 

Xt = D1Xxx + Fl (Х, У,/"),, 

yi = D2Yxx + F2 (Х, У,~-), (2.10) 

Х (х, О) = Х0 (х), У (х, О) = У 0 (х), О< х < l, 

Хх (О, t) = Хх (i, t) = Ух (О, t) = Ух (l, t) = О, 

где D 1 и D2 - коэффициенты диффузии веществ Х и У,_ 
ноторые считаются постоянными. Нелинейные прю1ые час­
ти зависят от параметра 1~, он описывает характеристики 
тнани, :которые nос1епенно меняются n ходе развития. 

Кон:кретный вид F 1 1-1 F2 нам сейчас не nан-тп. Условия при 
х = О и х = l означают, что потоl\и веществ на границах 
системы равны нулю. Нача.11ьные данные Х 0 (х), У 0 (х) 
считаются близкими 1' пространственно одпородпым, но 
содержат малые случайные возмущения. 

Тыоринг исследоnал вопрос о том:! нак разшшаются 
эти возмущонил и н чему етре:\tлтся решения па больших 
временах. Результаты оказалисL 0 1rень интересны:\rи. liог­
да 1~ < Л() фующии Х (х, t), У (х, t) стрсмятсн к устойчи­
вому 1 простраnстnсппо однородному рошению. (Его апа~ 
лог есть и во многих других задачах.) Такое решение час­
то называют термодипами1tеской ветвью. При 'Л > Л0 1 
т. е. па опрсде.ilепной стадии развития, 1шртина начествен­

по меняетсн. Нес:мотрR тш то что нача.ГJьные данные близ-­
JШ н однородным, возмущепия нарастают, и u среде воэ­

нинает структура - неоднородное по пространстnу ста­

ционарное распренеление Rонцентраций. Ее вид мтнеr 
быть, например, таким, н:ан показано на рис. 17. Одно­
временно в среде воз1mнает вторал стационарная структу­

ра 1 выход на ноторую происходит с других начальных 

данных. 

Это замечательный факт. Учитывая толъно простсii­
mие химические рею:щпи и диффузию, ~южно объяснить 
очень сложное явление - во зшшновение простра нет вен­

ной неоднородности и структур в процессе ра зnития тка-
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Рис. 17. В двухном:понt>нтnой: нелинейной системе могут no эвикатG 
стациоварпые структуры ·• 
а -- типи'lнал зависимость Х ({)) в стационарном реrоени~1 задачи (2.10) в за· 

вис1rмости от параметра ~'i 6 - одно из стационарных решений этой запачп 
в с.'1-учае Q1 (Х, У, "->=А - (В+ ОХ+ Х2У, Q2 (Х, У, Л) = ВХ - Х2У. 
Эта ~юдель, получившатт название брюсселлтора, описывает о;щн класс х~ми~ 

чсс1н1х реа~щий в отнрыrых системах~ роль параметра 'Л может играть велич ц. 

на В. Параметры расчета тановы: А = 2; В = ~.6: l = 11 Da = 0,00161 
D2 = 0,008 

ни. Если отло11шть по оси ордина r амплитуду стацаонар­
ных решений: уравнений (2.10), а по оси абсцисс 3начение 
параметра /", то картина будет таной, нак показано на 
рие. 17. Читатель, наверное, уше понял, что эта нартин­
ка совпадает с рис. 7. Но здесь ветвление решений наблю­
дается в более сложной распределенной системе. Бпфур­
нацпи, возникновение диссипативных струнтур и само­

организация она ва.11и.сь связаны самым тесны:\1 образом. 
Работа Тьюринга была опуб.1шювана n трудах апглпН:­

сного коропевсноrо общества в 1952 г. В те годы эта замо­
чате.1ъная работа осталась незамеченной. Да и реа.1ьное 
существование антиватора и ингибитора в биолоrпческпх 
сие.темах подверrа.тJосъ сомнению. Интересна и: друL'а н 
деталь. Уравнении (2.10) нелинейны, и их надо решать 
численно. Одна но Тыорипr не имел возможности воспо:1ъ­
зо ва тъс я ЭВМ. Профили диссипа rивны х структур и пр о­
цесс выхо;J,а на них ему пришлось считать вручную. Он 
указыва.1 в своей работе, что бо:1ее точный и по.т~ный ана­
лиз, ноторый помошет глубл~е понять происходящее, Сi'а­
нет возможным с испо.1ьэованием компьютера. 

Прошло больше тридцати лет. Выводы Тьюринга блес­
тяще подтвердились. Появились тонкие биологичес1ше 
энсперименты, многие из которых отлично согласуютсн 

с ~юделью (2.10). Предложены также более полные мo,J.emr~ 
в изучении ноторых помог нычис~ште.11ьпый ЭБ.спери:\~евт~ 
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Они получили мировое признание и помогли г.гrубже ра­
зобраться в механизме морфогенеза. 

Нруг явлений, Rоторые у;:~;алось описать с по~ющью 
уравнений (2.10), стал очень mиpoR. Бифуркация Тыо­
ринга была найдена в моделлх химии и зн:ологии, в физи­
ке шшамы и гидродинамине. Возншшовение диссипатив­
ных струнтур 01<азалось общим свойстnом самых разных 
нелинейных систем. Сам термин «диссипативная струн турю> 
был введен бельгийсним учоным И. Приrожиным. Работы 
ученых ('\ГО шнолы по:мог.ти понять сnпзь ~юэникающих 

структур с представ.:1ениюш термодинамп.ки. Опи сыг­
рали большую роль .кан в теоретичссном, таи и в экспе­

риментальном изучении упорядоченности в отнрытых еи­

стемах. Вот Rан пишут Г. Нннолис и И. Приго.жип о nоз­
нинающих стуктурах: « ... иак удаленность от раnнонесия1 
так и нелинейность ~югут служить причиной возник­
новении упорядоченноети n системе. Метду упорядочен­
ностью, устойчивостью и диссипацией возникает n выс­
шей степени нетривиальная сnязь. Чтобы qетче ныделить 
эту связь, мы бу;::~;ем называть упорядоqонпые ионфигура­
ции, пояnляющиеся вне области: устойчивости термодина­
мической ветви, диссипатиnными стру:ктурюш. . .. Такие 
структуры :могут существовать вдали от равновесия лишь 

ва счет достаточно болr..шого потока энерпш 11 нещества . 
. . . Диссипативные етру1\туры яnлнют собой поразитель­
ный пример, де:монстрирующий: способность нераnноnее· 
ности слу;~штъ источником упорядоченности» 7 • 

Вознинновение упоря;:~;очепностн п отнрытьrх пелипей­
ных системах на nе,рвый взгляд 1\ажетсн парадокса;~ьным. 

В равновесных системах диссипативные процессы уничто­
жают любую упорядоченность - устанаn.чиnается термо­
п;инамичесное равновесие. В нелинейных открытых систе­
мах диссипация выступает в совершенно ином начестве. 

Ее совместное действие с другими процессами приводит 
к IЮЗНИIШОП.ОНИЮ струl\тур, она влинот па и:х тип, фор~ 
:му, раа:иеры. В 70-е годы было устаноnлепо, что япления 
са\юорганизации достаточно широко распространены в 

физине и гидродинамине, химии и биоло1'ии, астрофизи­
не и в теории волн. Бо;1ьпшя заслуга в этом принадлежит 
нем:ецно:му ученому Г. Хакену. Он предлоншл называть 
теорию самоорганизац11и сипергетикой (дословно - 'l'СО­
рией сов1юстного дейстнпя), внладьшая n это слоnо два 
:значения: <•Я назнал но11ую дисциплину синергетикой. 

1 lluкoлuc Г., Пригожии И. Самоор1·апиаация n оеравноnесш.~.х 
системах. М.: Мир, 1979. 
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В вей исследуется сов.местное действие многих подеиетем 
(преимущественно одинаковых иди нес.1юльких раалич­

ных видов), в результате кот()рого на маl\роскопвчесRом: 
уровне возникает струнтура и соответст.вующе0 фув.кцио­
нироваюrе. С другой стороны, для нахождения общих 
принципов, управляющих саиоорrанизующи.миея систе-

1\ШМИ, необходимо кооперирование многих различных дие-
1: иплин» 8 • Большое ноличество :книг и _статей, посвящен­
ных синергетике, несколько международных конференций 
показа.1и, что специалисты многих областей возлагают 
большие надежды на этот подход. 

Раньше мы говорили толь:ко о самых простых дисси­
пативных струr;турах - стационарных, которые описы­

вают упорядоченность, возникающую в простраветnе и пе 

м~няющуюся ео времене:\r. 'Ученые исследуют и другие 
т1шы структур - нестационарные, которые определен­

ным образом перестраиваются: с. течением времени. В са­
мом деле, уже в uроетейших системах типа (2.6) из ста­
ционарного решения (особой точки) 11-южет в результате 
бифуркации родиться предельный цинл, т. е. псриодиче­
с:иое решение. Естественно было бы искать таиие явления 
и экспериментально, например в химичесRих реакциях. 

О том, насхоль:ко нев~ронтным иааалось многим спе­
ц~шлиста:м спонтаююе возникновение временной упорядо­
ченности в химических системах, свидетельствует история 

ошрытин нолебательных реакций. Первые еообщенил о 
реакциях~ в ноторых наблюдаются установившиеся копс­
бания, появились более шестидесяти лет назад. Они содер· 
н~ались в работах Дж. К. Брзя (1921 г.) и В. К. J\Jopraнa 
(1916 r.). Однано химию~ не придали значения этим рабо­
там. Одни думали, что де.10 в несовершенстве энсперимен­
тальной методини, другие видели в них противоречие с ос­
новами термодина~шки. Эти работы «утону.1ю) в потоке 
других публикаций. 

Друrая nериодичссиая: химичесRая реакция была отк­
рыта советски~f ученым Б. П. Белоусовым. Она оказа.'Jаеь 
горnздо более доетуnны~t: объектом для исследования, чем 
реющип Брэя и Моргана. Сама реанция выгля~ит очень 
нрnсиво - по ходу процесса синяя окраска раствора пе­

риодичес:ки меняется на красную. В 1951 г. Б. П. Бе:юу­
сов направил статью с описанием своих экспериментов 

11 один из химических журналов. В полученной рецензии 
говорилось, что работу нельзя опубликовать.~, поскольку 

!! Xar.en Г. Сиперrетнна! М ,: Мир, 1980. 
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тal'\<iiI реакцин невозмотна. Другой журнал в 1957 r. 
также отклонид статью. Первое иратное сообщение было 
оnублиноnано лишь в 1959 r. в сборппRе рефератов по 
ра,J,иац,ионной медицине. Сейчас периодичесная реакция 
Белоусова-Жаботинского получила мировое nриsнание. 
Ей посвящены сотни статей, книги и обзоры. ~'ченые 
обнаружили и .многие другие колебательные реа1щ11и, 
механизм которых сейчас интепс.ивпо изучается. Все это 
стало мощным спr~rулом к пссдедованию процессов само­

организации в химических и биологических системах, 
построению и анализу соответствующих математических 

моделей. 
В задачах, которые .!\1Ы обеущдалп nыше, при иэ~1еве­

нии параметра Л происходили бифурк::щии и возникали 
сrрунтуры. Что же будет паблюда:rься при дальнейшем 
уве~1ичении этого параметра? Произойдет ли еще одна би­
фуркация или цела я их nослед.ова 1'С.гrьность? Будут ли 
при это.м усложняться диссипативные струн7уры? Будет 
.тrи менR:тьсFJ их тип? 

Точку первой бифуркации во многих задачах можно 
изучить аналитичесRи. Вторую бифур:кацию исследовать 
намного труднее, а при анализе следующих неп~.зя обой­

тись без ЭПМ. Но дют;е поеле многочисленных расчетов 
найти об1цие занономерности усложнения структур обыч­
но не удается. Толы" о n последние годы полтнение дел 
начало м-епяться. Ученым удалось поннть, нак происходит 
усложнение не.-тинейных систем п рсзул1,тате пос.ледоuа­
тельпости 611фурнаrtий одного опрсде.'11сшюго нша. Об 
атом пойдет реqь Ш'lме. 



3. ПОРЯДОК И .ХАОС В ОДНОМЕРНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ 

Разум, коt'орому были бы известны все двюну­
щие силы природы, о достаточно си.1ьный в ана­
лппrчес1юй обработ~-:е отих данных, ~ror бы вы­
разить одни!\[ уравнением кан движение самых 

больших тел мира, тан и движение мел.иайшик 
атомов. Ничто не осталось бы для него неизвсст­
НЬll\[, и единым uзглядом он мог бы обозреть «ак 
бу;~,ущсс, так 11 прошлое. 

П. С. Лапла1: 

Дело закдючается: в том, ч:то не все так просто, 
н:аи мтнет показат1ос11 на основании пре;~ыдущих 

рассуждений. В действительности обсто11тсль­
стnа, с tюторы.ми ~1ы сrалкивасмсл, .на;кпсн на 

первый взглл;:~: совершенно аарадонсальными 
с чисто математп<1еСJt0й точки эренип и предусмо­
треть их можно толь.ко из физичес.ких сооuраш:е;­
иий. 

Ш. Адамар 

До этого мы говориди о сравпительпо сложных объеf\-
1'D. Х - уравнениях в частных производных. Неоднократно 
отмечалось" что большую помощь в их исследовании 
оказали ЭВМ. Теперь речь пойдет об очень простых на 
первый взг.1яд задачах" в изучении которых оrромную 
poJiь также играют Rомпьютеры. 

Допустим,: нас интересует изменение чис.ттепности иано­
го-либо вида животных в определенном районе. Один 
раз в год мы считаем их и получаем число х. По ати\1 
данным: можно построить поеле11,овательнос1·ь х11 х2 , ••• 

• . ·t Х1н ••• (п = 1 соответствует первому измерению). 
Для нраткости будем обозначать ее {xn}· По-видимому.,, 
среди этих чисе.ТI есть н:акая-то закономерность. Естест­
венно ожидать,: что численность популяции в данный год 

.Хпн зависит от того, с.1шлыю жunотпых было год наз;:.щ, 
т. е. от величины Хп· Таким образом, в иростейшем слу•tае 

Хпн = f (хп, Л). 

Здесь f - непрерывная функция; Л. - параметр, который 
sавиеит от тоrо, ка:кую конкретную задачу мы рассмат­

риваем. Часто испо.1ьзуется такая ф~rющия /:· 

(3.2) 

Эта формула показывает, что qисленность вида быстро 
растет~ пона она ма.1а (хп ~ N), и начинает убывать'! 
Rorдa животных становится слпшно:.\.[ много. Удобно 

сде:шть замену переменных Xn = x~N~ Л = ''л'/N" при 
этом формула (3.2) uриобретает вид 

(3.3) 
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В дальнейшем штрихи у новых переменных будем 

апус1шть. 

Нас интересует вопрос о том, что проп3ойдет с разл пч­
ны.ми видами по прошествии достаточно долгого времени. 

Для ответа на него в нашей простейшей модели достаточно 
выпсниrь, ха.кой будет последовательность {xn}, п ~ оо, 
при различных значениях 1". 

Если у читателя есть под ру.ной 1шль.кулятор. то,. 
пренще чем читать дальнейшее, он ~rожет познсперимен­
тпровать с формулой (3.3), задавая различные значения 
параметра. При небольших Л (О < Л < 1) хп стремится 
к нулю независимо от выбора xL. Судя по модели (3.3), 
вид, чиеленность которого мы рассматриваем, выжить 

не может, с·1юльно бы J.Ниво'I'ных ни было вначале. По­
ведение последоnательности в этом и в других случанх 

удобно представлять rрафичес.ки. Нарисуе~1 кривую у = 
= j (х) при нашем значении Л н пряиую у = х (рис. 18). 
Отложиl\1 х1 по оси абсцисс, проuедем вертикаль до пе­
ресечения с I\рююй у = f (х) (тоqка А), 8атем из нее rо­
ризолталь до пересечения с линией у = х (тоrща В). 
Теперь вновь проведем вертиналь до пересечения: с кри­

вой у = f (х), это даст нам точку С с координатой. 
х2 • Легко проверить, что х2 = f (х1). Взяв тоЧI\.У х2 за 
начальную и повторив все те же операции, получим х3" 

затем х4 и т. д. Из риеунка видно, что Хп ~ О при п -~ оо. 
Из формулы (3.3) с.ттедует 1 что функции f (х) переводит 

отрезок !О, 1) в отрезо:к IO, Л/4J. Если 'А < 4, то вес зпа­
ч1шия Хп лежат на отрезие [0, 1} при условии, что О< 
< х1 < 1. Именно по:это:му rоnорят, что формула (З.З) 
аадает отображепие отрезка в себя. 

Пусть теперъ Л немного бо;н,шо 1. При этом посJ1 е· 
доIJаrелыюсть {хп} ведет себя по-другому (рис. 1 U), {хп} 

J' ,J =/ 
#,tf 

i!J 

/lJ 

/J t/J8 z 

Рпс. 18. Графпчес1юе прсдстаu­
лепIJе последовательности Хп 

DРИ n ..... 00 х" ..... о 

}" 
.;/o=J /' 

/ 
/lJ / 

/ 

#J 

eJ;1 

17,? t{# .с 

Рис. 19. Функция j (.т) 11 нrр­
выс эле~епты последовате.11.­

пости {.z:11 }, х 11 -+ х* при п~·::>а 
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стремится н постоянному вначенпю х* > О. В примсю~­
пии I\ исходпой биологической эадаче это означает, что 
численвость таного вида по прошествии несRольких лет 

стабилизируется и перестанет менятьсн со времене:и. 
Значение х* может быть найдено из уравнения 

а;* = f (х*). (3.4) 

Все точки, удовлетворяющие этому уравнению, назы­
ваются неnодвижпыми точками функции f, тан как если 
х1 = х*, то и х2 = х*, Хп = х* при аюбо:м: п. 

При ~~ < 1 нвадратное уравнение х* = Лх* (1 - х*) 
имеет один неотрицатедьный корень х* = О. При Л > 1 
неотрицательных иорнн два: х* = О и х* = (Л - 1)П~. 
НRверно, читатель догадался, что при Л = 1 происходит 
бифуркация: неподвижная точка х* = О теряет устой­
чивость~ а вновь появившаяся точка становите.я устой­
чивой. 

Можно довольно просто определить, будет ли устой­
чивой неподвижная точна х* отображения f (х). Пусть 
rr,, = х* + Лхп, где Лхп - малое число. Если точка ус­
тr)йчива, то с ростом п величина 1 Лхn 1 дош-нна уменьшать­
СFJ. Перепиmе~~ формулу (3.1) в виде 

а;* + Лхn+1 = f (х* + Лхn) ~ f (х*) + df j;*) Лхп. 
Последнее приближенное равенство выполняется тем 

u-очнее, qем меньше Лхп (мы пренебрегаем членами, про­
nорциональны~ш (Лхп)2 , (Лхп)3 и т. д.). Поснольку х* = 
-== f (х*), то 

dj (.r*) 
Лхп+J ~ ~ 1'\хп. 

И для того чтобы Лхп-+- О, должно ныполпяться не­
равенство 

(3.5) 

Это и есть условие устойчиnости точки х*. 
Будем дальше увеличивать парю.rетр Л.. Поведение 

r11rтемы снова изменится: в посдедовательности {хп},; 
1rачиная с достаточно больших п, будут чередоваться два 
'Н1сла а 1 и а 2 • (Точнее говоря, последовательность устрое-
11а тан, что х2nн·-+ а1 , Х2п-+ а2 при п-+ оо.) Эти чис.т~а 
с11нзаны соотношениями а 1 = f (а2 ), а 2 = f (а1). Будем 
1'()Ворптъ 1 что в этом случае отобрашение (3.3) им:еет 
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у A=f+fl 
/ 

~d' 

~{ 

Рие. 20. Двойной цикл в одно­
мерном отображении 

ТQ'Ша х = 1/2 я-в."IлстсFI ~лемснтоr.1 
сnерхустойчивоrо цикла 

у 

tl,t! 

t?J 

, 

Рш.:. 21. Фуufl:цин f (х) 11 устай­
чивый ЦИl{JI S' 

устойчивый цикл с периода.к 2, и обозначать этот цик.r:r sa. 
Рис. 20 nоназывает~ как выглядит цикJ1 S2 на графи«е. 
Присутствие ци:кла 82 в нашей: модели означает, что 
численность попу шщии будет менлтьсн с вериодо:\1 н 2 года. 

Переход от неподвижной точки, которую можно счи­
тать ЦИКJIЮI 8 1 , К ЦИНЛУ S 2 ПрОИЗОШеЛ ll peзy.1f,T<JTC би­
фурRВЦИИ, которая по.1учила название бифуркации уд­
воения периода. Тоqна х* при этом. не исчез.па и осталась 
пеподвю1шой, одна:ко ведичина 1 df (x*)ldx 1 ста;1а больше 1. 

При дальнейшем увелпче~ши /. посJrедоnателыюсть 
{хп} опять июшняется. Вознинает цю\.'1 S4 : х4 т-+ а 1 , 
х4 11н 1 -+ а2 ,; х4 т+ 2 -+ а3 ,_- Х4 т+з ~ а4 , причем а2 = f (а 1), 
а 3 = f (а2), а4 = f (а 3), а 1 = f (а4 ) (рис. 21). Численноеть 
nony ляции начинает нолебаться с периоJ1,ОМ в 11 года. 

Но это еще не все. Последоватолыю уuе.·1ичивая зна­
чение Параметра, МЫ УВИДИМ ЦИЮIЫ sii., 8 16, 8 32 И Т. Д. 
При этом кашдьн'1: раз цикл S2 P теряет устойчиnос.ть, и ус-
тойчивым становится ЦИЮI S2PH. Пакопеr~, при IICl\OTOpoм 
значении Л (его иногда обозначают Лоо) формула (3.Э) дает 
уже пепериодичесную последовательность {хп}· 

Полученнан налш нартипа оказалась очень интересной. 
Во-первых, в поразительно простой :~.юдели (3. -J) ~ало1нено 
очень с.11ошное поведение. Во-вторых, в ней удается: про­
с:1едить большое ноличество бифурнл.цпй, приводящих 
н усложнению решения. Сделать это в более сложных 
моделях гораздо труднее. Видна определенная заноно­
мерность - нам пока встречались тольно циклы~ период 
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ноторых равен 2Р. Хотелось бы понять, чем это вызвано, 
и изучить поведение ~юдели более подробно. 

Наряду с функцией (3.1) удобно рассмотреть отобра­
жение 

у = f (/ (х)) = r (х). (3.6) 

Далее {' (х) всегда будет соответствовать f (f • .. (х)) . ......._______, 
п раз 

в нашем случае вид r (х) ПОRа3аН на рис. 22 и 23. Первый 
рисунон соответствует устойчивой неnодвиншой точ.не, 
второй - устойчивому циилу S2 • Функция / 2 очень по­
Jiеана, потому что ее rрафии пересекается с примой у = х 
во всех неподnищных точRах отображения f (f (х*) = 
= f (/ (х*)) = / (х*) = х*), а также n roчRax, прина;J,­
Jiежащих ЦИRЛаМ 82 (потому ЧТО а2 = f (а1) = f (/ (а2)), 
а1 = f (а 2) = f (/ (а1 ))). Увеличивая параметр Л, мы рас-
7нrиваем функцию f (х) вдоль оси у. И если при пекото­
ро~[ значении 1. линии у = х и у = r (х) пересекаются 
в одной точне (см. рис. 22), то с увеличением Л могут 
nоJiвиться еще две точки пересечения (см. рис. 23). Они 
то и будут определять цикл S 2 • Действуя та:к ж:е, кан 
Б случае неподвижной точки 1 можно показать, что ус­

тойчивость ЦИНЛа С элементами Х1, , , , ·' Хп будет опреде-

JНПЬСЯ формулой \ df:~xi) ) < 1. Читатель., внаиомый 
с дифференцированием сложной функции1 легко проверит, 
что вто внвивалентно неравенству 

l df J;i) х ... х df ~:р) 1<1. (3.7) 

Мы выяснили, как происходит переход 8 1 -+- S 2 в ото­
бражении f (х). Он обусловлен тем, что в отображении /2(х) 
одна из неподвижных точен теряет устойчивость и в ее 

онреетноети появляютея две новые устойчивые непод­

вижные точни. 3дееь вновь происходит бифуркация, но-
7орая изобратена на рис. 7 и y1Re не раа встречалась 
вам ранее. Рассматривая фунRцип / 4 (х), / 8 (х) и т. д .. " 
мотно посмотреть, Rак происходят следующие удвоения. 

Оназа.1о(Ъ, что на при.мере моде.1и (3.3) можно поюпь 
не тольно качественные, по и удивительные rюличествен­

ЕЫе законю1ерности. Чтобы проследить за ними, построим 
график х (/'.), по ос.и х будю1 откладывать х11 х2 , ••• , Хр 1: 
лежащие на устойчивом цинле, по оси Л - значения па­
раметра. Цюшу S2 будут соответствоRать две точки на 
одной вертикали.! циклу S4 - четыре и т, д. (рис, 24), 
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Рис: 22. Зависииостъ 
= /2 (х) 

у= 

Отображеипе f (х) при этом значении Р, д' 

ттэра:vrетра l[Меет устой<JШЭ}'Ю не­

uодшmтую точ:ну 

Рпс. 23. Вид фующии 12 (х), 
ногда f (х) определяет сверх­
устойчивые циклы 

а - ЦШ·iЛ: 8 2; 6 - ЦИИ.'I 8! 

.:с. 
п 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

Рис, 24. ЪГсложнение устойчивых: циклов в отобрюнепии. Хп+1 = 
= 1.хп (1 - Xn), происходящее в результате бифуркаций удвоения 
uериода 



Обозначю.1 через Л1 , Л2 , Л3 , ••• те ~начения napaмerpC! 
~-., в 1юторых происходили удвоения, а через Л1 , Л2 , Л:1, .•. -
аначениR параметра, при ноторых х = 1/ 2 является з.11е­
ментом циRла S2 , s~ ~ S 8 и т. д. Введем таюке величины 
d1 , d2 , ••• , dn, • , . равные расстоянию между х = 1

/ 2 

и блитайшим: Е нему элементом цинпа S2
tJ при "' = Лn. 

I3ce эти обозначения пояснены па рис. 24. Расчеты, про­
веденные на ЭВМ, показали, что числа Л 11 и Ап при боль­
ших п ведут себя RaR rеометричееная прогрессия. Ее 
знаменатель б = 4,6692016." Друrими с.11овами,; 

л1ltl - лn 6 
л11+2 - л1н1 ~ · 

Отношение dr.f drн1 также имеет предел, равный сх, 
rде а = 2,5029078". 

А теперь попробуем взять вместо функции (3.3) любую 
другую симметричную фующию, которая имеет на отрезнс 
[О, 1] один максимум и около вершины бJJизка н кнад­
ратичпой параболе. Пусть в ней танше происхо;:~.ит бес-
1юнечная послсдовательноеть бифуркаций удвоения при 
и2менении некоторого параметра. Оказалось, что в любой 
tююй модели числа а и 6 будут о;J;пими и теми же! Более 
того.1 независимо от вида предел 1 i m (- а)п f 2n ( ( х -

11.---+cx:i 

- 0,5)/(- а)1\ Лn] существует и будет одной и той же уни­
версалыюй функцией g0 (х). 

Эти удивительные закономерности бьши обнаружены 
п поняты америнанским математиком М. Фейrенбаумом 
u 1978 г. В силу универсальности чисел а и 6 и фушщии 
g() (х), других фующий такого типа эту теорию называют 
теорией ун,иверсальности. 

Постоянная а может быть определена из ураnнепияt: 
1юторое имеет наглядный гео~~етрический смысл. Сравню.~ 
рис. 20 и 23, 6. Элемент кривой f (х}, попавший внутрь 
юsадрата, парисованного пуннтиро.м, очень похоiН на 

дугу функции /1, содержащуюся внутри квадрата на рис. 20. 
Прантически они отличаются тольно масштабом и ориен-

1 r_щие:й осей. Оказывается, для фующий f\ п > f при 
/. = Лn, харантерна та т:с за:коном:ерность. Она выпол­
н нется тем точнее, чем больше п. Из этих соображений 
с~10дует уравнение 

g (х) = -ag [g (-х/а)], (3.8) 

позволшощес опреде.1ить нак функцию g (х), та.к и значение 
~. Функция g определена на отрезке [-1 1 1]; считаетсяJJ 
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qто она им:еет единственный максимум при х = О и с1п1-
метр ична: g (х) = g ( -х). Вбли 311 максимума g (х) долж­
на быть бли3на н квадратичной параболе, причем g (О)= 
= 1. 

Уравнение (3.8), исследованное М. Фейгенбаумом, оl(а­
залось еще более сJюжным: объектом, чем уравнения в част­
ных производных. Оно относится н. классу функциопалtr 
ных уравнеиий, теория ноторых начада интенсивно раз­
пиnаться только в пос.1едние годы. Тем не менее удалось 
выяснить, что соотношение (3.8) определяет единственную 
фун:кцию, удовлетворяющую вееи дополнительным ус:то­

виям и единственную постоянную а. Для решения этого 
уравнения та:юне успешно применялась ЭВМ. Компьютер 
позволил, нро;\се того, получить значение б и универса.т~ь-

ную функцию 1 определяющую э.r:rементы цикла S21н1 через 
элементы s2n при: больших п. 

Что ше означают эти результаты? 
В природе можно выде.1ить два соnершепно различ­

ных на первый взгляд типа явлений. Одни - регулярные 
и упорядоченные. Это большинство процессов, испо.т~ь­
эуемых в техниБе и технологиrr 1 процессы, в которых 

возникают струнтуры. Ка}( правило, ход таиих процессов 
можно предснаэыnать, зная управщ1ющие ими законы. 

Другие процессы - случайные, хаотические. Н ЮПf 
относится турбулентное дви;н:сние шидкости 1 шумы в раз­
личных :J:1ентронных системах и т. д. Они требуют другого" 
статистического описания, которое позnоляет получить 

не1юторые усредненные характеристики процессоD. Та­
кие явления также очень вю1шы, но используются ro­
pa3;1,0 реже из-за их слощности и недостаточпой изучен· 
пости. В одних случаJIХ турбулентное движение шидкости 
позволяет транспортировать уголь, руду и :многое другое 

по трубю[. В других - с турбулентными вихрями при­
ходитсн бороться. Хорошо зная законы турбулентного 
двюн:ения, м:ошно быJiо бы строить более быстрые и aRo~ 
помичные суда и самолеты. 

Теоршr Фсйгенбау!1Ш приводит к парадонсальнтrу 
nыnоду: между хаосом и порядном есть глубокая внутрен· 
няя с.вязь. Непериодический, саучайный процесс возпи­
нает нан предел вее более сложных структур (циклов 

S2P). Хаос вознииает нак сверхс.rrоашан организация 
(цикл S 200 )! Этот вывод яn.1яется очень общим: он моr~•от 
относиться к модеш1м экологии 1 rидродинамике - к лю­

бым: системам, гдо есть последовательность бифуркаций 
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удвоения периода. В этом случае 11е3ав11симо от rюннрет­
ноrо вида систе:.\IЫ и ее сложности теория дает количест­

венные предскааания; а и б выступают здесь как универ­
са:rьные постоянные, такие же., например, ка:к числа n 
и е. Еще раз подчеркнем ту большую роль: l{ОТорую сыграл 
вычислительный эксперимент в соадаюш этой ааиеча­
тольной теории. 

Теперь поговорим подробнее о хаосе. Если :мы будем 
следить ва последовательностью {xn} при Л = Лоо, то 
пам ниногда не встретятся два в точности равных числа. 

(Если XN = XN+m, ТО X.rv+1 = XN+m+1 И Т, д.- ЭТО ЦИКЛ Sm). 
Тем пе менее среди {хп} будут попадаться очень близкие 
значения. Пусть 1 Хр - Xq 1 < в0 , где в 0 очень мaJIO. 
Сратшм теперь числа 1 Хрн - Хqн 1 = в 1 , 1 Хр+2 - Xq+2 1 = 
= t: 2 и т. д. Расчеты показывают, что в1 , е2 , е 3 , ••• не 
nревышают е0 • Значит., с точностью до е0 мы мошем пред· 
сказать ход процесса. (Если ~~ы знаем последовательность 
до xq, g > р, то можно предсказать значения ев :элементов 
до x 2q-v)· Однако дело пе всегда обстоит так просто. 
Хаос может быть <(еще бо.11ее случайным)!. Например,. 
если n модели (3.3) полошить Л = 4, то е1 окажетсн бо.1ьше 
Е(), €2 > Е1 > Ео и т. д., СКО.lЬ бы маЛЫ:\1 мы пе взяли Ео· 
Л~rти двух блиsких точек быстро расходнтся. Это свой­
ство часто на3ышнот чувствителыюстью к н.ачальпым 

дrтны~t. Если такал чувствительность обнаруншвается 
11 каной-то системе, то :\JЫ пра1пически не можем пред­

с:казать ее поведение в будущем. 
В применении к модели (3.1) это означает следующее. 

Возьмем в качестве начальных данных два числа х1 и Хн 
рнзность которых очень мала. Построим цля канщоrо 
иа них последоnатольностп {хп}, {х11 }. Первые ЧJiены этих 
rюследовательностей будут очень б.1иsки, но с неноторого 
11омера N их элементы начинают изменяться совершенно 
ра3личным образом. Можно сделать вывод, что хаос,; 
Rоторый пр~:штичесни не позвошшт прогнозировать ход 
11роцесса, может описываться уже простейшей явной 
форму.1ой (3.1). 

3амети:\i,, что в реальных системах нача.1ьные данные 
:всегда известны с неноторой погрешностью, пусть даже 
очень малой. Поэтому поведение системы, которая обла­
дает чувствительностью к наt~альным данныы, оказывается 

непредсказуемым. В 1963 г. Э. Лоренц высназал мысль 
о том, что это обстоятельство может быть тесно связано 
f, задачей предсказания погоды. Его работа сейчас счи­
тается н.~ассической1 одна~ш в то время ей не придали 
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значения. Еще недавно ученые полагали, что увеличение 
быстродействия и объе~rа памяти ЭВМ автоматически 
приведет R появлению долгосрочных, хотя бы двухнедеш:.­
ных прогнозов погоды. Но этого не произошло. Мошет 
быть, причина не в недостатках алгоритмоn или nозмож­
ностей машин, а в существе явления? Что если чувстви­
тельностью R начальным данны:м: обладают уравнения1 
описывающие состояние атмосферы? 

В СDоей замечательной работе Э. Лоренц предлоашл 
простейшую :модель конвентивного движения, пре;:~;став­
.тrявшую собой систему трех обьш.ноnенных дифферен­
циалытых уравнений. Он пон.азал 1 что эти ураnнепил 
имеют непериодические решения:, в исследовании которых 

помогают одnо:мерпые отображениR отрезка в себя. Он 
проиллюстрировал их свойства на таком примере 

Хнн = 1 - 2 1 Хп 1· (3.9) 
С помощью ншrьну.'Iнтора, задаn несно.11ы~о начальных 

значений х1 , читатель тоже может проследить, на:к ведут 

себя неноторые пос.ледовательности {хп}. Сделать это 
можно и на бумаге, nоспользоnавшись следующими не­
слошными соображениями. Пусть х 1 И.\1еет k знаков после 
вапятой (k + 1, k + 2 и все остальные знаки раuпы нулю). 
Тогда можно проверить, что х2 , х 3 и все остальные эле­
менты поспецовате.1ы10сти будут иметь столько же или 
меньше анакоn. Наттриl'lшр, х1 = 0,3; х2 = 0,4; х3 = 0 12; 
Х.;1 = 0,6; х5 = -0,2; х6 = 0,6; х7 = -0,2;". Мы ви­
дим, qто у всех этих чисел новые знаки не появля­

ются:. Но ведь чисел-то, у :которых есть толыш k зна:ков, 
а все остальные нули 1 пе больше, чем Nк = 10к. Следо­
nателыю, через N < N1r. элементов в пос.l(щоватсльности 
{xn} начнут появляться одипан.овыс чис.гта. Зпачит, м:ы 
получим цикл, а не. хаос. Та же картина будет наблюдать­
ся, ес;ш х1 - рациональное число, х1 = p/q, -1 -'< х1 -'< 
< 1_, р и q - целые числа. Все эти цинлы будут неустой-

(швы, так как \ ~~ l = 2 > 1 в наждой точне отрезка, и 

' 

df (х ) df (х ) 1 
nроизведение ~ Х .•• Х dxn = 211- > 1 для любого 

цпк.1а sn (см. формулу (3.7)). 
А теперь в 1\ачестве х1 зададиТ11 наnое-нибуцъ ирра-

цrюнальпое число. Например, л/4, е/3 или Jf2/2. Исходя 
из формулы (3. 9) можно показать, что повторяющихся: 
чисел в последовательности {хл} но будет. Есть здесь 
n чувстnительносrь к начальным данны:--1: если 1 х1 - х1 1 
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= Ei то 1 х2 - х2 1 = 2в, 1 х3 - х 3 1 = 4е и т. д., до тех 
пор,. пока разность 1 хР - хР 1 не станет достаточно 
бо.JIЬШОЙ. 

Мы получили интересный качественный вывод - лю­
бое рациональное число х1 дает цинл, любое иррациональ­
ное - хаос. Но все рациона.~:ьные ч11с.1а, лежащие на 
отрезке l-1, t], можно перенумеровать, иррациональ­
ные - нет. Моашо придумать такую систе~1у интервалов 1 
которая будет иметь сколь угодно малую общую длнну 
и содержать все рациональные ч.nсла. Поэтому ноорди­
ната взятой наугад точки почти всегда оказывается ир~ 

рациональной, и, значит, определяет хаос. 
А можно ли пай:ти порядок в том хаосе, который опи­

сывается формулой (3.9)? Каковы его количественные 
характеристи:ки? Оказывается, можно. Несмотря на слож­
ное динамическое поведюше систе:\1ы, ее статистичес:кие 

хара1стор11стики очень просты. Нетрудно проnсрить, что 
среднее значение величины х будет стремитьсп к нулю 
при п -+ оо для любого иррационnлыюго Xt. Величины 
(х2), (х3), ... , (хР) (средние апаченин х2 , :х!\ . .. , x/Ji ко~ 

N 

торые определяются по формуле (х11) = ~~ ( ~ L х~)) 
11=0 

так.ше не зависят от начальных данных. В теории вероят-
ностей показано, что все средние значения :\ЮЖНО nы­
чис:шть, если известна функция Р (;), -1 ~ ~ < 11, 
характеризующая вероятность попа;:~;апил элю1ептоn по­

слецоватеш>ностп в окрестность точки 5. В нашем случае 
Р (s) 01шзыnаетсR одной и той же д.~:я всех ~' кроме тorot 
она не зависит от начального значения х1 (напшпш:\rt 
что х1 мы считаем иррациональны~r). Динамические и 
статистичесние свойства отшзываются здесь свнзапы со­
вершенно неожиданным образом:. 

Вернемся к периодическим последовательностям {хп}~ 
которые опредсллютсл формулой (3.1), и попробуем упоря­
дочить пх по степени с.1ы1шости. Оназыnается, это мш1·шо 
сделать дш1 ncex неuрерывных отображений: 

На первый вагляд нашется, что более дли1:шый цюш 
япл яетсл п более сложным. Это самый простой способ. 
Более содержательнЫ.\I явлпется другой под;ход. Будем 
говорить~ что :м:ежду цельн.ш числами т 11 п существует 

птноmение порядка т >- п, если из существования цикла 
S'n следует, что у того же отображения есть и ци:кл S 11

• 

1 lри этом sm считается сложнее, чем sn. Нак бьшо до­
казано советским математикоl\1 А. Н. Шарковским о 1964 r.\ 
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это отн оmение упорядочивает ци:клы следующим обра3ом: 

3 >- 5 >- 7 >- ... >- 3. 2 >- 5. 2 >- 7 . 2 >- . . . >- 3 . 22 >­
>- 5·22 >- 7·22 >- ... >- 23 >- 22 >- 2 >-1. (3.10) 

После;:~;ное соотношепие в этом рнцу означает, что 
сели существует ц1пш S"', то есть и неподвиншая точна 
(цшш S1 ). Доказать это очень просго. Поскольку есть 
цю{Л S2 , то найдутся тание вначенип а1 и а21 что а1 = 
= f (а2), а2 = f (а 1). а 2 > а 1 • Теперь рассмотрим функцию 
g (х) = х - f (х) в точках а1 и а2 : g (а1) = а1 - f (а1 ) = 
= а1 - а2 < О и g (а2 ) = а2 - а1 > О. Так 1шк f (х), 
а следовательно и g (х) , непрерывны, то существует точка 
а*, где g (а*) = О, т. е. f (а*) = а*. Остальные соотно­
шения доназываются сложнее. 

Судя по формуле (3.10), самым сложным является 
цикл S3 • АмериRанс:кие математики Т. Ли и Дж. Йорке" 
доказавшие этот фаRт в 1975 г. независимо от А. Н. Шар­
ковского, назвали свою работу тан: <~Период три означает 
хаос». Они доказали следующую теорему. Если для не­
прерывного отобра;-не11ю1 F можно найти точки а, Ь, с, d, 
тrнше, что Ь = F (а), с= Р (Ь), d = F (с) и d < а < Ь <с, 
то это отображение имеет циклы любого пор1юда и не­
счетное множество непериодичесн:их траенторий. 

А теперь возьмем отображекие / (х) = 3,8.Зх (1 - х). 
Нетрудно проверить, что оно имеет 1~икл S 3 (рис. 25). 
А нескольно вариантов, просчитанных на налькуляторе, 
убедят читателя, что этот цпк.·1 устойчив. Впрочем, ~южно 
воспользоnаrься и форму.1ой (3.7), чтобы проверить не--

равенство\ df (xi) df (х2) df (хз) \ < 1. А где же остальные 
dx dx dx 

циклы и обещанный хаос? 
Наверно, читатель догадался, в чем дело. Нп в тео­

реме Шарковского, ни в теореме .Ли -Пnрнr ничего не 

Рш. 25. ~·стойчивый цюш S3 

lJ отображении Xn..._1 = Л.х 11 (1 -
- .тп) . 

illочти при всех значениях х1 по­

следовательность \:cn} сходится 1( 

11е~1у 

/ 
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Рис. 26. Два возиожны.х: порядка обхода ци1ша S4 

говорится об устойчивости цп.клов. В приведенном на!'.IИ 
примере непериодические траектории и все цшшы, кроме 

S3 , неустойчивы и поэтому не наблюдаются. Надо разоб­
раться в том, как упорядочены устойчивые цик:1ы. Ма­
тематики сумели сделать и :по. 

Для простоты рассм:отрим симметричные гладкие функ­
ции, заданные на отрез:ке [ -1, 1], имеющие один мак­
симум. Будем считать, что элементы цикла sп перенуме­
ров<Iны в порядке возрастания: х1 < х2 < ... < Хп· I\ро­
ме периода цинла, введем еще две характеристики. Перваfl 
определяет тот порлдон, в нотором обходятся его :ме­
менты. Например, для цикла S 4 встречаются две возмож­
ности (рие. 26). Рис. 26, а соответствует тому, что f (х 1 ) = 
= Хз, f (хз) = х2 , f (х2) = х1 , f (х4) = х1 . В случае б по­
рядок обхода таков: 1 2 3 4. 

Для нас будет существенным таюне знак элементов 
цикла. В соответствии: со знаком nострои.}1 последова­
тельность символов R и L: R, если f (х) > О; L, если 
/ (х) <О. Например, последовательность RLRL означает, 
что Х1 > о, / (х1) < о~ f2 (х1) > О, / 3 (х1) < о. Таную 
nоследовате:~ьность можно построить длл любой началь· 
пой точки х1 • Она, вообще говоря, бес:копечна и называ­
ется маршрутом этой точки. Но если в {.xn} происходит 
выход на устойчивый цикл, то опреде.1епная комбипащш 
элементов в маршруте начинает повторя:тьсл. 

А теперь посмотрИl\f на таблицу 1 содерашщую инфор­
мацию об устойчивых цинлах, период которых не пре­
вышает шести. Удалось доказать, что в зависпщих o·r 
оцпого параметра отображениях устойqивые цинлы встре­
чаются в том nорпдн:е, в нотороl\.1 они уназапы в таблице. 
Прыж:ки в этом списке певозможны. 

Например, если :мы выяснили, что при А = Л1 есть 
устойчпвыii цшш S4 с маршрутом RLRL, а при Л.2 -

цинл 8 3 с маршрутом RLR, то обязательно найдутся такие 
значения Л3 и Л-1 , Л1 < Л3 < Л1 < А2 ~ что при Л. 3 устойчив 
циил S6 с маршрутом RLRRRL, а при Л.4 - S5 - с марш­
рутом RLRRR. Причем порядок обхода элементов цикла 
(сели перенумеровать их по возрастанию) будет именно 
таким~ ка:к указано в таблице, 
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Пср110;:1, Поряцш; обхода Маршрут 

2 1 2 RR 
q 1 з 2 4 RLRL 
6 143526 RLRRRL 
5 1 3 4 2 5 RLRRR 
3 1 2 3 RLR 
6 135246 RLLRLL 
5 1 2 4 3 5 RLLRL 
6 1 2 4 5 3 6 RLLRRR 
4 1 2 3 4 RLLR 
6 1 2 3 5 4 6 RLLLRL 
5 1 2 з 4 5 RLLLR 
6 123456 RLLLLR 

Это очень сильный ревультат. Оиааывается,~ между 
характериетика~ш одномерного отображения: и маршру­
тами различных точен есть г.т~убокал внутренняя связь. 
Если посмотреть маршруты для различных начальных 
данных х1 , то окажется, что поqти все опи совпадают, 

ес.чи в системе есть nорядон (устойч:ивый цикл). И паобо­
рог, ее.ли наблюдается хаос, то почти все маршруты раз­
личаются. Свойства последовательностей из неснолышх 
еи:~\ШОJiов тесно связаны со с.войствюш одномерных от­

ображений. Теория, изучающая эти снойстnа, получила 
название символической динамики. Опа полеэна при ана­
лизе различных нелинейных моделей. В частности.1 ее 
:\rетоды широно использовались при иолучепии табли­
цы. Способ получения этой таблицы и алгоритм нласси­
фикации цинлов с большю.r периодом подробно обсуж­
даются в -книге, ноторую мы рекомендуем nсе:и интере­

сующимся чптателш1 9 • 

Мы говорили об устойчивых цинлах, Еоторые опреде­
ляют упорядоченные режимы, и о простейших хаотиче­
сних траекториях. А есть JIИ промеiнуточпые с.1учап? 
Оказывается, есть. Последовательности {хп} при этом 
определяют тан: пазынаемые шумящие циклы. Ilознако­
мимся с ними подробнее. 

Допустим, нас интересует, с наной вероятпостью эле­
менты поеледовате.чьности {хп} бывают n разных тоqках 

9 Collet Р., Eckmann J. Р. Iterated maps on the interval as dy­
namkal systems, Basel: Boston: Stuttgart: Birkhauser, 1980. 248 р. 
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Рис. 27. Гистограммы шу~шщих цюшов в отображенrш f(x, µ) = 
= 1 - l.:c-µji12((1 + [х - itl 3) пprr различных аначенилх µ. 

отрезна. Определить это можно, поруqив ЭВl\'1 сделать 
следующую процедуру - разбить интервал: па равные 
промежутки длиной Л (ai а + Л, .... , а + sЛ) и построить 
функцию 1 (k),, k = ot • i '1 s по следующе~rу прави.1у. 
В начале 1 (k) = О для всех k,: а далее 1 если чис.rrо хп, 
п = 1, 2,; ••• попало в интервал а + (т - 1)Л-"< Хп < 
<а + mЛ" к аначеnию 1 (т) прибавляется единица, 
а во всех остальных точках I (k) остается одним и тем же. 
Далее то же делается для числа Хnн и r. д. (Посчитав 
часть после;:(овате.11ьности {xn} длины N, функцию обычно 
делят на N Л.) Эта процедура называется построонис~1 
гистогра~tмы. 

Если Л достаточно малоt то устойчивому циклу SP 
соответствует р «столбиков>} одинаковой высоты 1/(рЛ) 
(чем меньшее значение Л будет взято,; тем выше будут 
столбики). Хаосу в отображении (3.9) 1 напротив, отnе­
чзет l (s) = const на все:\1 интервале ( -1; 1). 

Гистограммы шумящих циклов показаны на рис .. 27. 
Они состоят иа нескольких островов. В это:-.1 случае по­
следовательности {хп} похожи на цик:~ы тем, по порядок 
обхода этих островов явдяется строго фиксировапньш. 
Посмотрев на часть последовательностп {хп} с по~ющью 
гистограм\1, мы можем предсказывать, в наrюм из остро­

воп онажется элемент Хр ка:к бы ни бы.10 вели.ко р. Но 
в какой точке острова будет лежать точка Хр 1 мы не энае~~:; 



в б.11из1ше траектории вдесь разбегаются, поэтому шумя­
щие циклы можно отнести к хаотичесним. реншмам. 

На рис. 27 показано, ка.к могут вести себя шумящие 
цюшы при изменении параметрон отображения. Видно, 
что 'Х,4 переходит в "f' а потом: в У! (чере3 xn обыqно об­
означают шумящий циnл с п островами). Оказа.1ось, что 
переходы ме:ащу шумящими циклами, их структура не 

менее важны и интересны, чем: поведение обычRых циклов. 
Их исследованию сейчас уделяется большое внимание. 

В современном естество::~нании особый интерес вызы-
11ают с1н1.чки, начественвые переходы м:ежду разными 

репшмю~и. Особенно полеэно знать их типы при иссле­
довании слоншых нелинейных систем. 

При..\1ер такого сначка можно привести с помощью 

одномерного отображения Хnн = 1 -1.х~. Мо~шо счи­
тать, что опо имеет два аттраитора: один - это тот, .н но­

торо:му притягиваются точRи иа отрезка [ -1; 1], другой -
вто оо. (Читатель может проверить, что если х1 - большее 
по абсолютной величине отрицатс.1ыrое число, то {хп} --+ 
-+ -оо при п--+ оо .) Нашдый из них имеет свою область 
притяжепия, .ноторая непрерывно меняется с уве.1иче­

нием Л, до тех пор пона не превысит 2. 
З;:~;есь первый аттрантор исчезает, а область притяше­

нин второго сиачном увеличивается. Поведение системы 
качественно меняется, почти все последовательности {хп} 
теперь стремнтея и -оо. То, что произошло, называ­
ется кризисо.Jt аттрактора. Нри.зисы могут приводить 
к nнеэапноыу появлению хаоса, мепяп. тип хаоса или 

порядка в системе. Нризисы характерны для многих 
отображений и хотя их анализ оназывается далеко не прос­
тым (обычно нуашо следить пе тольно за устойчивыми, 
во и за частью неустойчивых траенторий), во прп иссле­
довании не:которых моделей химии, биологии, гидроди­
вами:ки он очень полезен. 

Теория одномерных отобрюненпй продолжает разви­
:ват1.ся. В пей много нерешенных проблем. Читате.1ь убе­
ди.1ся, что исследовапио простейшей нелинейной модели 
приводит и новому nзrшщу на многие глубоние nопросы -
11а последоватолr"пое услотненпе со повепепия, па связь 

:между дина\шчески.\fИ и статичесн:ими свойствами. Ана­
лиз :модели (3.1) 1103волил впервые обнаружить универ­
сальные количестnспные закономерности n поведении мно­
гих нелинейных систем. Хаос и порндок оназались свя~ 
.заппыми совершенно нео11шданным образом. 
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Принципиальную роль в раввиrии этого направлонпн 
сыграл вычис:1ительный энспери~1евт. Он не тольRо послу­
жил НОВЫ'М инструмента~~: исс.~едованил~ но и помог вы­

работать новый взгляд на вещи, по.11учить пеоншданные 
резу.1ьтаты в тех об.11астлх, ноторые интенсивно изучались 
и раньше. 

R сожалению, мы пе моiН:е.}1 расс1шзать о многих дру­
гих резудьтатах теории одномерных оrобра:;l\ений, о ее 
б.1естлщих дона3ательствах и неож1:1данных приложениях. 
Но нам бы очень хотелось, чтобы читатель почувствовал, 
как пренра~.:на ;эта теория. 

,Jt 

4. ДИССИПАТИВНЫЕ СИСТЕМЫ 
В ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ БИФУРКАЦИИ 

Наиболее шrтерссными RDJТFiютcл те фанты, 
которые могут служить свою службу мноrонрат­
во, 1<оторые могут повторлться. Мы 1rмещ1 счастье 
роди·гьсfl в таном ~шре, где тахпс фанты сущQстну­
ют. 

А. Пуаю;аре 

Речь пойдет о более сложном математичес:ком: объек­
те - о системах двух урапнений в частных производных. 
Интерес и ~~одел ям такого класса возпrшает потому, что 
с их помощью удалось описать широкий круг нелинейных 

процессов. Эти уравненин, естестnенно 1 воэнинают в хи­
м:ии, биологии, физике плазмы, теории горения и других 
областлх. 

Будем рассматривать с.'Iедующую задачу: 

Kt = D1Xxx + Ql (Х' У, }.), (4.1) 

Yt = D2Yxx + Q2 (Х, У, Л),) 

а < х < Ь, О < t < 00 1 

Х (х, О) = Х 0 (х), У (х, О) = У 0 (х), 

Хх (а, t) = Хх (Ь, t) = Ух (а, t) = Ух (Ь, t) = О. 

Поясним: с:мысл этих фор:\1ул. Искомые фующии Х (х, 
t), У (х, t) нам надо определить при всех значениях х в ин­
тервале [а 1 Ь] и neex положительных значениях nременп 
(t >О). В аадачах химической н.инетини Х и У соответ~ 
ствуюr концентрацияи реагирующих веществ~ t - време­

ни, х - расстоянию от левого Rрая пробирни (х = О), 
общан: ;::~;лина которой L равна Ь - а. Положите.11ьныо 
константы D 1 и D2 - коэффициенты диффузии, Q1 и Q2 -

не.~.инейные фушщии, которые описывают происходящие 
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n системе химические ре акции. Чтобы опре,;:~;елиrь реше­
ние, нам нужно знать нача.1ьпые данные Х 0 (х), У 0 (х) -
1.:опцентрации реагирующих веществ в начальный мо~1ент 
времени. Нро~ш этого, необходимо задать граничные ус­
ловия (последнял строка в фор.муле (4.1 )). Выписанные 
условия соответствуют тому, что пробирка непроницаема 
с обоих :концов кан для вещества Х, таи и для У. 

Нак правило, мы можем влиять на ход процесса (на­
прп~rер, :меняя температуру реакции или добавляя ката­
лизатор). Это отражает п-арамстр Л в фуп-кциях Q1 {Х, У, 
Л), Q2 (Х, У, Л). Нас интересует не толыю решение зада­
чп (4.1) при финсировапных внош~шх условиях, но и ero 
sависияость от этих условий. 

Если в уравнениях (4.1) Q1 (Х, У, Л) =О, Q2 (Х. У, 
Л) = О, (это еоотвотстnует тоl\1у 1 что реакций n сисн~ме 
нет), то решсню1 ведут себя очень просто. Независимо от 
начальных данных по прошествии неноторого оремонп: 

функции Х и У станут однородными (т. е. не будут зани­
сеть от координаты х) и стационарными (не будут зюш~ 
сеть от времени). Это и понятно - в системе идут диффу­
зионные процессы, сгланш:пающие все неоднородности. 

Если начальные данные не зависят от х, то задача ошпь 
упрощается: с.1агаемые D 1Xxx и D2Y хх будут uce время 
равны нулю, и вместо (4. i) ~1ы получим систем.у обыю10-
венных ди:j)ференциальпых уравнений: 

dX/dt = Q2 (Х, У, Л), dY/dt = Q2 (Х, У, ~"), 

Х (О) = а1 , У (0) = а2 , О < t < оо, 

Rоторая :на:мноrо проще. Нак мы у;~1ш упоминали, ее реше­
ния почти всегда етремятся н постоянпым или периодичо­

с:ким функциям при t -)о- оо (:мы вновь рассматриоае.м: толь­
но ограниченные решения). 

Во всех других случаях обычно приходится исполъзо · 
nать ЭВМ. Изучением раз.1ичных моделей вида (4.1) за· 
нимплись и занимаются тысячи ученых, большие научные 
кол.1екшвы. Тем не менее нельзя: снаsать, что мы сейqас 
представляем: все основные типы решений этой :задачи. 

По-видимому, здесь будет обнаружено еще много нсоiюr­
данностей. 

Сложность задачи обусловлена тем, что n уравнения 
входят одновременно нелинейные функции Q1 (Х, У, Л), 
Q2 (Х, У, Л.) и диффузионные члены. Ма.1ое изменен11е 
правых частей может качественно перестроить се решения. 
Изnостпый теоретик Р. Фейнм:ан так писал об о;~ной моде-
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ли в гидродинамике: ~что ожидает нас в более слонтых 
уравнениях, если даже в танои простом уравнении с од­

шв1 единственным парю.1етром мы вищtм таное раано11б­

разн:е nозможностей!» В равной м:ере это отнаситсн и к за­
даче (4.1). 

Наверно, noc.1e всего еназанпого у читателя сложи­
поеь впечатление, что изучение уравнений (4.1) на нынеш­
нем этапе представляется безнадежной 3адаqей. Однако 
.u 1975 г. в ее аналиае был достигнут большой успех. Ec­
JlИ мы И:\tею.1 дело со сложной задачей, то первы"' и rс­
тественным шагом яв.1яется нлассифин:ация изучаемых 
объентов. Ta.I<, в свое время поступили зоологи и ботани· 
иr1 1 что очень ПО.\ЮГЛО 1вr в дальнейшем. Онааалось, ЧНJ 
ШЮI'Ие модели вида (4.1) в физине, химии n других нау-
1н1 х обладают общими чертами. 

Их типичное пове;:~:ение таково. При всех значениях 
nараметра уравнения (4.1) имеют единственное однород­
ное стационарное решение Х, У. Это решение устойчив с) 
при ~- < Л0 • В этом с.тзучае Х (х, t)-+ Х, У (х, t) -+ У 
независимо от нача.1ьпых данных. При Л > Л0 в системе 
возникает упорядоченность. Решение Х, У становится не­
устойчивым. При этом могут возюпшуть веоднородньн:~ 
стrщионарные решения или колебания. В первом с~1учае 
типиqпал картина будет такой, как на рис. 7. Слева от 
точки Л0 есть одно устойчивое решение, справа - два ус­
тойчиnых и одно неустойчивое. В ТОЧ[{е Л0 начинается ус­
ложнение решений задачи (4.1). Естественно пачап) ис,­
следование раалиqных нелинейных систем с этой об."!астп 
пара:-.tе'fров. 

В 1975 г. нпонсние ученые И. Курамото и Т. Цузуни 
поназалп, что все типичные системы, у которых ответ­

вившиеся решения лежат вблизи Х, У, в онрестности точ­
ки бифуркации описываютсR одним и тем же уравнением, 
которое имеет впд 

и1-t = vV + (1 + ic1) И' хх - (1 + ic 2) 1~v1 2 ~v. (4.2,
1 

W (.х, О)= 1У 0 (.z), 1У х Щ t) = W х (l, t) =О, О< х < l, 

rдо W (х, t) = и (х, t) + iv (х, t) - комплексная фунн­
ция1 реальная и ШIИ).IаЯ части ноторой определя-ют пове­
дение функций Х (х, t) и У (х, t} при Л, близ:ких к Л0 : 
с1 , с2 - действительные постоянные, которые моашо вы­
числить, зная Q1 (Х. У~ Л.), Q2 (Х, У, Л), D 1 и D 2 • 

Во второй строке (4.2) записаны нача.1ьные данные 
и краевые ус.ловия для функции И1• Уравнение (4.2) го-



раздо проще задачи (4.1) 1 с 1\оторой мы начали этот раз­
;{ел. В нее входили произвольные нелинейные фушщии 
Q1 п Q2, а в уравнении (1.2) содержатся то.1ько три пос­
тоюшых параметра с1 , с2 ~ l. При этом разnые }Юдели вида 
(4.1) моrут пр1шодить н одним 11 тем ;.не значениям этих 
постоянных. Тогда они будут вести себп одинаково в ок­
рсетности Т()ЧНИ Л0 . Это моr.ТJо бы стать ос.новой для клас­
спфикации двух1ю.мпонентных диссипативных систем, се" 

.1п бы :мы понимали, как устроено уравнение Нурюrото -
ЦуБуки (4.2). Поговорим о нем подробнее. 

Что означают с.т~ова «понять уравнение»? h.аной с:мыс.1 
вкладывают в них математики? Раньше, до появJ1ения вы­
числительных машин, итогом исс.т~едования обычно было 
доназате.1:ьство того, что решение задачи существует 

и единственно. Но ведь хочется знать также, 1шЕ.ое :JTO 
решение. Задав нонкреп1ые параметры с1 , с2 и 1, сегодня 
~rт1шо подсчитать его на ЭВМ. Одна~ю нн.блюдмr за ~тим 
решение:-.I, в котором зачастую трудно усм:отроть какую­

аибо закономерность, мы пе мошем: сказать, что поняли, 
1шк оно устроено. 

О понимании мошна говорить тогда, когда .\IЫ умеем 
предс1шзывать вид решения, его Rачестnсп:ные особеннос­
ти при различных sначениях параметров, не решая- длл 

атого наждый раз само уравнение. Хорошо было 6ы пред­
сказывать и основные ко.11ичествепныс харантеристики, 

пользуясь явньнш формулами и.1и более простыми моде­
ля:ми. Таних упрощенных моделей: мт1хет быть неснолько, 
отличающихся областью применения-, слон1:постью, мето­
дом по.1учения. Доетаточпо полный набор приблюненных 
иоделей позволил бы говорить о слоашых яDлеюшх:, ко­
торые описываются уравнением (4.2), по.1ьзуясь попятпн­
"ш и образами, появивmимисн при изучении более прос­
тых задач. Разработку упрощенных моделей, пыя.снение 
их взаи:м:освя3сй, областей применения, сnойств сейчас 
qасто навывают построением иерархии ~чпделей. 

Попробуем построить упрощенную модель для уравпе­
нин Н:урамоrо-Цузуни. Задача в частных пропзводных 
описывает систему с бесконечньа1 ноличсством степеней 
свободы. Однано, нак мы уже упоминали в разд. 2, не 
все они одинаково ватны. Решения. задачи (4.2) можно 
представить в виде бесконечного ряда 

rx.> 

iv (х, t) = ~ (ат (l) + ibm (t)) cos (лтх/l). (4.3) 
m=O 

. В этой формуле ат (t) и Ьт (t) - амплитуды гармонии, 
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или мод, с но:иером т для функций и (х, t) и v (х, t) соот­
ветственно. Расчеты, проведепные на ЭВМ для задачи 
(4.2), понааывают, что а0 , Ь 0 , а1 и Ь1 гораздо больше ос­
тальных гармонпR, ес.т~и длина области l не слишно~1 ве­
лика. Попробуем использовать этот факт. Будем пс:кать 
W в виде 

W (х, t) = а0 (t) + iЬ 0 (t) + (а1 (t) + 
-Г ib1 (t)) cos (:rtx/l). 

Подставив эту формулу в уравнение (4. 2) и отбросив 
nce ч.'Iены, в ноторые входят множитеJш cos (nmxll), т > > 1 (полагаем, что они малы), nолуч-~ш систему четырех 
обьшноnенаых дифференциальных уравнений для а0 , Ъ 0 , 
а1 , Ь 1 • Их можно еще более упростить, если перейти к пе­
ременны~ р 0 , р 1 , <р 0 , с:р 1 по формулам а0 = р0 cos <р 0 , Ь0 = 
= р 0 sin <р 0 , а1 = р 1 cos ip11 Ь1 = р 1 sin rp1, а 3атем к ~ 1 
'1'], е (6 = р~, 11 = р~, 0 = 2 (cro - Cf!1)). 

Тогда уравнений станет три 10 : 

~ = 2~ - 2~ (S + ТJ) - ~fl (COS 0 + С2 sin 8), 

~l = 211 - 2ri (21; + 3ri/4) - 2611 (соз В - с2 sin О) -
- 2k2Т), (4.4) 

ё = С2 (2~ - r]/2) + sin fЭ (2~ + yt) + Cz COS 0 (2~ 
- 11) + 2c1k2

, 

k == лll. 
Эта система гораздо проще уравнения (4.2) и несрав­

ненно проще исходной аадачи, о которых м:ы на время за­
буде:\.r. 

Простейшими решениями системы уравнений (4.4) яв­
лпются устойчивые особые точки (при этом 6 ~ const, 

t-:x:. 

11 -> const, е ~ const.) и преде.1ьные ци1<лы (~ (t) и fJ (t) 
!--со f-+co 

выходят на периодический режим.) 

Чтобы найrи координаты особой точки (~, У}, 0), нуж­
но положить ~' i], 8 равНЫ\Ш нулю и решить три по.т~у­
чпвшихся алгебраических уравнения. И тут нам очень 
везет. У самых простых точек (~ = О, или fJ = О, или и то 
и другое сразу) их можно найти непосредственно. l\оор­
дннаты всех остальных определяются всего одним алгеб­
рrшчесю1м уравнением четвертой степени, аначитt их не 

to Здесь ~ = d~dt, r) = d"t1/dt, 0 = de/dt~ 
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Рис. 28. I\артипа появления особых ТО'1С!\ нр11 различных значе-
ШIЯХ Cf 

Сплошнап лини11 - ус7ойчивал тоqна; пунктирнuн - ttсус·r0Ачш1ал 'JOqиa 

больше четырех: 

у4 + Ьу2 + су + d = О. (4.J) 

Коэффициенты Ь, с и d достаточно с.ттоншо заnисят от 
с 1 , с2 и k, а вс.1ичины (~, Тj, 0), которые хотелось найти 1 

выражаются через у. Италышс1ше математики Нарда~ о 
и Феррари: нашли формулы для всех норней алгебраич1.:­
сних уравнений третьей: и четвертой степени еще о Х Vl в. 
Однапо во многих случаях, в том чис.1с и в наше\r, корш1 
проще найти численно. Машина 1юз1юлит нам: посмот­
реть, н:ак J\Юняются координаты особых точек при из~1е11е­
нии параметра с2 (значение с 1 бу;J;ет эафиксироnапо), и в1~1-
нснить их устоЙqивость. Наверно, посмотрев щ1 рис. 28, 
где представлены реау.1ътаrы таюrх расчетов, читате.1ь 

заметит его сходство с рисуннами к разд. 2. Дейстпптель­
по, в системе (4.4) тоше происходит бифурющии состошшй 
равновесия. В точ:ках А, В1 , В2 , В3 и С (см. рис. 28) 1\1е­
няется число таких состояний или их устойчивость. 

Вначале в системе есть единственная устой:чиuая осо­
бан точна ~ = 1, ч = О. В точ1ю А происходит бифурка­
ция типа «обмен устойчивостью;), таиан, нак на рис. t t, 6. 
Левее точки А на рис. 28 поназано тольно одно реше1-ше, 
поско.1ы<у у второго 11 < О и оно соответствует иолш.1енс~ 
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Рис.. 29. Усложнение решений систе~~ы у-равпепий (4.4) при умеиь~ 
mrнии парамеrра с2 -

/1 = 1 (ро = ~ 1/', Р1 = ri'/z) 

вым значениям р1 • Особенно интересно яв.Jение 1 происхо-· 
дящее в тоqках В 1 и В:р Здесь <~ниот:кудю> появляется пара 
решений, в точне 8 2 пара решений исчезает. Но и такую 
нартинну мы видели раньше, ног да рас.сматривали из­

гиб неси:\1.метричной колонны. Она была показана на 
рпс. 9 и 10. В точке С происходит бифурнация рождения 
предельного цик.1а, при этом в систе).t:е уравнений (4.4) 
nозни:кает периодичее:кое решение. 

Читатель видит, что эдесь в разных комбинациях мы ' 
nстречаем те бифуркации, те же нартинки 1 ноторые возни­
кали совсем в других задачах. И это замечательно - мож­
но на~еяться, что нам удастся разобраться и в более слож-
1rы х решениях уравнений (4.4). 



(} 

1 

Рис. 30. Два типа траеюориi'I, соответствуюпщх периодцчес~tю.1 
решrнилм ; (t) и 11 (t) системы (4.4) 
а - nреде.Тhные ци~шы nepnQгo родаi б - второго рода 

Из рис. 28 видно, что кос-где у нас есть сразу две ус­
тойчивые особые 'fОЧRИ. В зависимости от начальных дан­
пых (~ (О), fJ (О), е (О)) решение стремится к одной иди 
н другой. Есть области, где устойчивых точен нет, и ат­
·гран:тор в системе должен быть другим. 

Вновь зафи:ксируем параметр с1 = 3 и посм:отрю1, 
что будет происходить с решением при уменьшении с2 
(рис. 29). Вначале была устойчива особая точка (с2 = 
= -3,10), затем по.явился предельный цшш (с2 = -3,15). 
Цинлы в системе уравнений (4.4) могут быть разными. Их 
удобно различать по числу оборотов п, которые они со­
вершают вонру1' нено'Iорой цептра.rrьной области. Из фор­
мул (4 .4) видно, что если фующии s и ~1 меняются пер110" 
ДИЧ8СRИ С перИОДОМ Т, ТО COS 8t sin 0 И tt будут Иl\:lеТЬ 'ГО11 
iне период. А саиа фаза е получает за это вре:.\IЯ прираще­
ние 2nm 1 (т = О, +1, , 2, ... ): 9 (t + Т) - в (t) = 2лт. 
В простейшем случае (т = О) циклам соот.ветствуют замк­
нутые кривые в пространстве ;, 11, е (рис. 30, а}. 
Ec.J:Jи т -=/=- О, то 5 (t), fJ (t), 0 (t) определяют спирали 
(рис, 30, 6). Цикл, который характеризуется числами т 
и п, будем обозначать s~. 

В момент бифуркации Хопфа появляе"Iся предельный 

цикл S~, при уменьшении параметра С2 он переходит в s~. 
Потом происходит бифуркация удвоения периода, затем 
~ще одна. В нонце концов каскад таких бифуркаций пртт­
водит R хаосу (см. рис. 29). Это глубоний и интересный 
фант. В системе трех обыкновенных дифференциальных 
уравнений мы видии ту же :картину усложнения решений, 
тот же путь к хаосу, ноторый Фейгенбаум исследовал на 
примере простейших одномерных отображений! 

Сочетание численных и аналитических методов nозво-
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Рис. 31. Типы аттранторов системы ураnповий (4.4) np11 k = .1 
1 - :rочиа ~ = f, ri = О; г - особая точт1 с ~ > О, '11 > О; з - npocтoit 
цин:1; 4 - ци1ш si1 l1 - бо."IСС слошные решснnн: в - линптт, на которо11 

nропсходит псрсхоn 8~ .- S~: QN Р - лшш11 Gифуркации Хопфа. Нартина 
по11уче11а в результате чпс.nенноrо решс1шп уравнения (~.-') 

ляет получить 1шрту аттракторов, ноторап показывает 

тип решения системы (4.4) ори различных значениях с1 
и Cz (рис. 31). Пара~1етр k всюду сqитаеrся равным еди­
нице. 

В большой области параметроu пыше кривой АВС устой­
чива особая точка (; = t, 11 = О). С ней граничит область, 
где есть другие особые то11ки, появление которых мы про­
r·J1ецили выше. Во многих случаях асимптотику систе;\Iы 
(4.4) при t -+ 00 оnределяет простой S 1 или двойной S2 
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цшш. Области устойчивости более сложных цин.rrов и те 
об.~1асти, где есть сразу два аттрантора, очень уакие и на 

рис. 31 не поназаны. Карта аттракторов дает нлассифи:­
Rадшо решений системы урапнений (4.4) при k = 1 по 
их uоnедению при t--+ ею. Получrппая картина яnлнетея 
достаточно простой - со всеми осповны:ми бифуркация­
ми :\fЫ были уже зпююмы. 

Одним из замечательных свойств модели (4.4) являет­
ся то, что в некоторых случаях ее реmопия ведут себя хао­
тическим образом. Сам по себе этот фант удивителе11. Нан 
:ыы уже говорили, его обнаруншл в 1963 г. Э. Лоренц. 
Еще совсем недаnно ученые полага.тrи, что сложное хао­
тпческое поnедепие возшш.ает тольно в еисто~1ах с Оl'ром­

ны.м числом степеней свободы. Уравнения Лоренца пою1-
зали, что достаточно всего трех. Появи.1ось новое 
понятие - <iмало~иодовый хаос», ноторое да:тс сейч<lс, после 
работ Фейгепбаума и многих ,;::~;ругих иселедопате.тrей, пред­
ставляется парадоксаJ1ьным. Простые нелинейные уравне­
ния, оRазывается, могут описывать очень слоашые про­

цессы. Кроме оеобых точен и предельных J\tшлон, в них 
:могут наблюдаться аттраRторы, И:\1еющие очень слоашую 
етруктуру. Сейчас их называют странны.м,и аттракто­
раl!ш. 

Чтобы посмотреть, нанов странный: аттрактор в пашей 
системе, воспользуемся приемо:.~ Лоренца. Ураuнения 
С1:..4) определяют двшн:ение точки с ноордината~ш ~ (t), 
11 (t), е (t) в трехмерном пространстве. Странный: аттран­
тор в системе (4.4) в трех\rерню1 проетранстве, где вдолъ 
осей х, у и z отложены соответстnенно s cos 0, ~ sin 0 и 'fl, 
показан на облоi-Iше этой нниги. Внешне он похож на ."Jсн­
ту, снлеенную с листом Мёбиуса, одю1но этот аттра.1\тор, 
нак и многие другие, обладает сло11шой внутренней струк­
турой. Проследим за nос.т~едовательными лональпыми 
максиму~1ами функции 51/~ (t) вдоль траектории. Пусть 
]'vln - nелпчина п-го максимума. Отло1rш111 по оси абе­
цисс значение flrfrn п = 1, 2, 3 ... , а по оси ординат -
Мпн· Рис. 32 понааывает, что та:кпм способом мы опять 
получаем одномерное отображение l'vf nч = f (Мп)· При 
этом с высоr<ой точностью f является непрерывной одно­
значной функцией. Значит, для исследования эависимос­
ти 1W пн от JV/ п м:ы можем применить все результаты, по­
.т~ученные для одномерных отображений. 

Заметим, что на самом де:1е ТОЧI\И (М т М n+i) лежат 
не строго па кривой f, а вблизи нее. Поэт.о}.f~Г отсбран~енпе 
Л1nн = f (М11 ) но;кно !)несыатривЕ\ТL НЕШ еще 0;1,п:у упрJ-



щенную мо,.J.ель длн уравнений (4.4). Оно дает важную ин­
формацию о странном аттракторе этой систе:\Iы. В то\1 
случае, который показан на рис. 32, хаос обладает чувс:г­
вительностью :к нача.т~ьны:м данным. Близкие внача.1е 
траектор11и быстро расходятся. 

Можно было бы рассказать еще много интересно го 
о системе уравнений (4.4). Но тут занрадывается сомне­
ние: а имеют ли накое-нибудь отношение ее решения к то­
му уравнению, которое предло1-rшли 1-\урамото и Цу3у1ш. 
Ведь при выводе этой системы мы намного упростиnи аа· 
дачу. И три степени свободы ropasдo меньше, че.м: беско­
нечность. Вопрос это действительно важный. Например, 
в задач:о, которую изучал Лоренц, увеличение числа гар­
моник совершенно меняеr наблюдае.мую картину. По1'0-
ворим об этом подробнее. 

Попробуем сравнить решения задачи (4.2) и системы 
(4.4). Ограничимся случаем l = л:, :который соответству~ 
ет k = 1 в упрощенной системе. 

Решению W = О соответствует неустойчивая особая 
точка (s = О, ч = 0). Точне (5 = 1, 11 = О) мошпо соnu­
ставить однородное по пространству решение задачи (4.2) 

iv = ехр (-icit), (4.6) 

поснольку в нем есть то:~ьRо нулевая rармошша. Чита­
тель может убедиться, что это действительно решение, 
подставив формулу (4.6) в уравнение (4.2). Оназываетсн, 
что и особая точна в системе (4.4), и однородное решение 
будут устойчивы при одном и то~[ же условии 

(ci + 1) kt + 2k2 (1 + с1с2 ) >О, k = л/l. (4.7) 

У всех особых точек системы обы1<новенных дифферен" 
цпальных ураnнений s = const, 11 = const, 0 = const. 
Посмотрим, есть ли тание решения в задаче (4.2). Расче-­
ты на ЭВМ поназывают, что оци действительно есть. Ве-

личины р~ = (а~ (t) + Ь~ (t)) у пих оказываются пос­
тоянными, постоянны и с;:~.виrи фаз мсшду гармонинами. 
Можно доказать, что все тание решения имеют впд 

JV (х, t) = R (х) х ехр (i(l)t + ia (х)). (4.8) 

Они описывают довольно сложный :колебате.ттьный про­
цесс. При этом фушщии и (х, t) и v (х, t) меняются пери(}­
дичесю1 с периодом Т = 2n/ ю. Тем не менее величина; 
R 2 = u2 (х, t) + v2 (х, t) не зависит от времени. На 
рис. 33 понааано, вак зависит фующпя и от координаты 
и времени. Зная и, можно опреде.11ить и вторую номпонеп~ 
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Рис. 32. Одномсрпые 
отображения, соотnетст­
nующие решс1шям упрu­

щ~пноii системы (4.4), 
прн с1 = 5, k = 1 
При с2 = -5,6 в системе 

сеть устойчивый цинл 8 8 

Рис. 33. Фуннция 
и (х, t), соответствую­
щая автщю;:~;ельному ре­

шению UИJ~a (4.8), при 
t::1 = 2, С2 = -1,l = 18,6 

r, 
d, ь 

~~·-4 
~4 

/! 
ll,I 11,d 

~=-Ц 

~1 ~8 '°" 
Рис. 3·~. Проекция рсшсн11ii уравв.~юн1. l\урамото-Цузуки: в.а 
о."Iоскосп. tr\} 1 r1 }; 1·1. = 5, 1 = л 



ту v (х, t) = и (х, t - ::-с/2ю). Иногда решение типа (4.8) 
Нi13Ьшюот автомодельным (т. е. подобны.\~ себе) решением. 

Фующию (4.8) таюне l\юашо разлотить в ряд вида 
(4.3) и: пайти амплитуды раsли:чных гармоник. 3аиеча­
тельным свойством нашей задачи нвляется очень хорошее 
соответствие между величинюш р0 и р 1 в исходнО.\1 урав­
вепии (4.2) и значениями 6'1 11 и ri1

/e в упрощенной систе:ие, 
Простейшему аттрактору, устойчивой особой точю.~, в урав­
нениях (4.4) мы сопостави.1и сложный колебате.1ь" 
ный процесс в уравнении Курюrото-Цуауни. И ка:к ока­
залось, соответствие мепщу ними носит не только качест" 

вспnый, но 11 количественный характер. 
Но мотно найти аналоги и еще более сложных ат­

тракторов. Например, предельных циклов. 370 будут ре­
шения, у которых величины Рп (t) меняются период;иче­
ски. Рассмотрим проекцию такого решения на плоскость 
{р0 , р 1 }. В этой nроснции мы тоже увидим цию1. Мення 
параметр С2, моашо опять получить цинлы S1, S2 ' S4, 
S8 , S 16

9 ••• Значит, и в исходной системе также есть по" 
следовательность бифуркаций удвоения периода! Приме­
ры циклов S 2 и S4 И3 этой пос.ч:едовательности показаны 
па рис. 34. 3а~ача в частных производных имеет и еще бо­
лее сложные ци.нлы, ноторые получаются не в результате 

удвоений. Например, в ш:й наблюдается устойчивый цинл 
s20 (рис. 35). 

На плос:кости {с1 , с2 } у;э;обно отметить те значения па­
раметров, при которых в системе (4.2) существуют анало­
ги особых точен п циклов. Получиnшуюсл в результате 
расчетов <шарту» (рис. 36) можно сравнить с той, .которая 
была приведена для упрощенной системы. Эти ;::~,ве нарты 
очень похmт·\И. Зная, ка:к ведет себн систе~ш (4.4), легче 
разобратьсн в исходном уравнении. 

Сравнивая рис. 31 и 36, мы видим дnо об.1аетп па плос­
:кости { с 1 , с 2 }, где решения приближенной системы и урав­
нения Курамото-Цузуни ведут себя по-разному. При 
с1 ~ 1,2 в уравнении (4.2) наблюдается интересное FIBJie­

ниe. С начальных данных общего вида, которые не обла­
дают каной-.r:rибо симметрией, происходит выход па реше­
ние вида (4.8). Но sдесь оно необычно - фующии R (х) 
и а (х) сим:иетричны относительно середины отрезка. Мож­
но сказать, что система спонтанно распадаетсл на две 

одинаковые невзаимодействующие подсистемы. 
Вторая область, где поведение двух систе~1 различно, 

лешит при с2 ~ - оо. Судя по уравнениям (4.4.), там: 
должно быть устойчиво автомодельное решение ви;:~.а 
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р 11с. 35. У с тоiiчиnы:й 
сложный ц1шJI типа szo /'; 
13 задаче (4.2) 

он наблюдаетсн в расчетах 

ПГИ Ci = 5, Cg = -7,3, ~Q 
l "-- 11 

'·· 

f' 

.t?,Z-

Рис.. 36. Типы прvдель­
пых решений при t - ::ю 
уравненпл 1\урамото -
ЦузуБи в области l = л 
1 - ус'.Гойчивое пространст-

nенно однородное реше­

ние; 

2 - рсwспис, у ноторого 

величины р 11 (t) не зави­

сят от времени; 

J - решение, у нотороrо 

Ра (t) и р1 (t) определяют 
простой ци:нл; 

'1 - fJo (t) и Р1 (t) определяют 

цюш s~; 

5 - четное решение; 6 -

белее с.,ож:ные режимы 

(сшюшные ;шш1и при-

-/2 

блнженно уна:оывают -/р 

по:юженис гранllц, l!a 
ноторых решение меняет 

CJJOTT ·rип) 
+ 

о 

о 

.-zl о 

А 
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(4.8). Однано н ра<..:четах наблюдается цик:1: функц1н1 
R = (и2 + v2/li периодичес:ки меняется со npe}1eнe!l1. При­
чина этого состоит в том, что здесь стапошпся сущестЕен­

ными пе только а0 , Ь0 , а 1 , Ь1 , 110 и высшие rармони.ки. Те,1 
не менее достаточно простая система (4.4) оназалась пора­
зительно полезна. 

Поговорим теперь о непериодических решениях урав­
нения I-\урамото-Цузуки. Они очень интересовали уче­
ных. Их существование означало бы, что хаос может наб­
людаться во многих химических и биолоrичесних систе­
мах уше в окрестности первой бифуркации. При этом са­
ми реющии могут быть достаточно простыми. Обратюr 
внимание, что однородные по пространству решения урав­

нения (4.2) всегда ведут себл одипаково: при t--+- со OHJI 

выходят на решение (4.6). Чтобы подчеркнуть принци­
пиа.1ьную роль диффу3ии в полв.1ении с.1ожных решений 1 
непериодические решения ;JТого уравнения стали назы­

вать диффуаиопным хаосо.л~. 
Первые сообщения о том, что система (4.2) мошет опи­

сывать диффузионный хаос, появились в 1976 г. Единст­
венным источника~[ информации о нем является nычис­
лительпый энсперимент. Поэтому бо.1ьшое значение прп­
обретает методика расчетов, применяемые алгоритмы. 
Проведение сложных расчетов невозможно без их тщ11-
тельного исследования и многонратпой проверни. Именно 
по:ному уверенность, что в систю~е (4.2) есть хаос, появп­
лась только в последние годы. 

Будем действовать таи же~ как в с;~учао упрощенной 
системы. Выделим лока.11ьные мансимумы ]}[11 фуп:кцип 

р0 (t) = (а~ (t) + Ь~ (t))'l2 (а0 и Ь0 - амплитуды нулевой: 
моды соответственно функций и и v). И вновь построим 
график Мпн = f ("Ип). Замечательно то, что при различ­
ных с1 и с2 функция f с высокой точностью оказывается 
непрерывной и однозначной. Зависимость 111 nн от ЛJ п. 
при некоторых значениях с1 и с2 по:назана па рис. 37. 

Фующия f 3десь может быть разной. Она может иметь 
один острый мансимум, кан в случае уравнений (4.4), 
11меть два острых максимума и.1и быть гладкой, на.к отоб­
ражение Фейгенбаума. Считан ее непрерывной и одно­
значной (это тоже упрощающее предао.~ожение), вновь 
можно применить :многие результаты теории одномерных. 

отображений. 
Рассмотрим, . например, отображение / 2 (Jkf п) = 

= f (1 (.111п)). Д.rrн него во многих случаях моtБно найти 
точки а, Ь, с, d, удовлетворяющие условиям теоремы Лн-
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Р11с. 37. И<шевение о;J.номерных отобрашений М n+l = f (М п) u аа­
с1!симости от параметра с2 
За;щ ча (4. 2) рсшадась при cJ = [1, l = л 

Йорке. Поэтому в та:ком отображении есть цпнл S 3 , цин­
лы любого периода и беснонечно много непериодичоских 
рошешrй. Диффузионный хаос может быть и бо.:Jее слож­
ным. Точнп {1'1п 1 Л1пн} могут заполнять целые облаСП[ 
на плоскости. Чтобы изучать тание решения, нужны ото­
брашенил более высокой размерности. 

У читателя не додашо снладываться впечатление, что 

сейчас уже ясны все типы сложных структур и диффу­
зионного хаоса, :которые описывает уравнение (4.2). На­
против, исследователей ждет мноiНество нерешенных за­
дач. Обратим внимание, например 1 на линию N Р па 
рис. 36. Па этой линии иак в упрощенной системе 1 тан и в 
исходной задаqе сначном происходит переход R хаосу 

(в одно~~ случае от особой точки, в друrом - от автомо-
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дельного решения). С такой нартиной м:ы уже сталкива· 
.1иrь. Вспомним про подиритическую бифурнацию (см. 
рис. 11, в), при которой один аттрактор исчезает, решение 
начинает притягиваться :к другому а1·трактору и скачком 

меняет свои свойства. Изучение свойств второго аттракто­
ра и способа его возншшовенил требует дапьнейшего ана­
лиза. И n каждой нонкретной задаче оно ~ю:шет представ­
.11ять зпачительвый интерес. 

При построении моделей рааличных явлений матемuти­
ии часто 01-:азьшаются перед сложным выбором. Если учесть 
все факторы, о которых известно специалистам, то модель 
мо11\ет получиться очень С~"Jожпой и громоздкой. Иногда 
п сто:rыю слоншой, что в ее изучении не смогут помочь 
дап;:е са11ые :\ЮЩные компыотеры. А если qто-то и удастсн 
посчитать, то часто бывает нелсnо, что означает получен­
ный результат. С другой стороны, слишком простые 
и наг.1нд11ыо модели: uызывают критику специалистов. 

Обычно они говорят, что самых важных и интересных 
процсrсоп модель нс отра;нает. Необходим разумный ко~1-
пром11сс. Сегодня нее чяще говорят о ку.1ьтуро матомати­
чесноrо модеJшро1ншин юш об искусстве находить тание 
комrrромиссы. 

Во многих с.Тiучаях фа«тором, необходи:\rым для пони­
мания различных нелинейных яв.1ений и сильно услшк­
ннющим вадачу, пвляется многомерность. Задачи, ното­
рые мы рассматривали в это~r разделе, :можно отнести 

I\ одномерным:. Мы полагали, что все интересующие нас 
функции зависят от одной пространственной переменной 
х. Это приблишение, в действительности они зависят от 
всех трех пространственных координат. Наше приближе­
ние может быть применимо, если процесс идет в длинной 
узной пробирке. А если реанция идет на поnерхности ве­
щества и все фующии зависят хотя бы от двух перемен­
ных? Ile исчезнут ли все те структуры и хаос, который: 
нам уда.1ось обнаружить в одно~юрном случае? Во мно­
гих задачах ответ онааываетсн неутешительным - про­

цессы п одноJ:1ерном и ~шогю~ерном случаях качественно 

отличаютсл. Обратимся к нашей модели. 
Будем исследовать аналог уравнения (4.2) n двумер­

ном случае. Задачи такого типа возни1<ают при изучении 
ветровых во.ТJН на воде, при модедировании морфогенеза 

и поверхностных реа1щий. Уравнение будет иметь ~шд 

vVt = W + (1 + ic1) (Wxx + Wvy) - (1 + 
+ ic2) 1 W j2W. (4.9) 
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Рис. 38. Типичпыif. Dид спира;11,­
вой волны на векоторыii момент 
fJpf'MCШI t 
В зо.wтрихоnанноtt обласл1 lt < U; 
в незашгрихоuанной - и >О 

Оно обладает мпогимп 
интсресны:ми свойствюп1. Мы 
расснажем: только о двух. 

Прежде всего следует по­
искать решения, похожие на 

одно.мерные. Самое простое 
иа них - однородное реше­

ние iv = ехр (-ic2t). При 
уменьшении параметра с2 оно 
теряет устой•швос1ъ. Мтн:но пою1зать, что по~лс этщ·о 
воз1пшает либо одномерное 'VV (.:с, у, t) = "llV (х, t), Jiнбо 
симметр.ичное iv (х, у, t) = W (у, х, t) решение. Замоr1а­
те.1ьно, что поведение двумерной системы может оnрtще­
лнться одпомерны1'1 уравнением. 

Оказыuается, у авто~юделъпого решения (4.8) еетr, дву-
мерный аналог: 

W.(x, у, t) = R (х, у) ехр (iыt + ia (х, у)). (4.10) 

Во-первых, это решение периодично: W (х, у, t) = 
W (х, у, t + 2:rt/ш), во-вторых, функцuн R = (и2 (х, 

у, t) + v2 (х, у, t)) 1
i 2 не заnисит от времени. U-трстъ­

их, если разложить это решение по гармони~<ам: 

И" (х, у, t) = L (атп + ibmn) cos ("~.!.:) cos c~!I ) ' то uеличи-
m,11 

пы Pmn = (a;r;n + Ъ':rш)11r та:кже не будут зависеть от времени. 
Решение вида (4.10) можно тоже назвать автомоде.пы1ы\1. 

Уравнение Н.урамото-Цузуни в дву\rерном случае име­
ет решении, моторые теперь наsываютсл спиралъпыми 

еол1tами. Они описываются формуJiоЙ (4.10) при условии 
R (х, у) = R (r), а (х, у) = S (r) + m<p (т = t, 21 ••• ), 

~ = r cos ер, у = r sin <р. Название понятно иа рис. 38. 
На нем: показан типичный вид решения с т = 1. Если 
т > 1, то таную спиральную волну называют многовит­
ковой. Спиральные волны наблюдаются экспериментально, 
n частности в реакции Белоусова-Жаботинсного. Важ­
но то, что существование спиральных волн не свяа<lно 

с нонкретным видом ивучаемых уравнений - вто общее 
1юйство многих: от нрытых не.тинейных систем. Ряд био-
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Рис. 39. Из:-.н~нение фушщии R (х, у, t) в дву~tерном апа.;1огс нре 
делыюrо ци1>ла 

ei = З; r2 = -3; 1 = л 

лoron полагают, что возникновением спиральных вош 

можно объяснить многие биологические явления, напри 
мер вознюшовение аритмии в работе сердеч:ной мышцы. 

Оказалось, что формула (4.10) определяет далеко не вс 
типы структур, которые возможны в этой задаче. В ra 
мом ~е.т~е, особой точке n уравнениях (4,4) соответствоn<'t 
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Двухкомпонентные 

диссипативные системы 

Двумерное 

уравиеиие ( 4.9) 

Уравнение Кура:.-rото-Uузуки, справедливое вбли;эи 
точки бифур1<аци11. 

0;:1)1о~tерные 

отображения 
отрезка 

в себя 

Система трех 
обыкновенных 
дифференциальных. 
уравнений 

Ашебраическое уравнение 

для особых точек 

Уравнение для 
функций R и <:i: 

:в автомодельном 

ре:.uении 

ло автомодельное решение. Предельному циклу мощпо 
сопоставю ь решение с периодической фующией R в дв~·­
мерной задаче. Иа.менение фующии R (х, у, t) о двуме,р­
ной стру:ктуре тююго типа показано на рис. 39. Разность 
t6 - t 1 здесь блиэн а к периоду, поэтому R ( х, у 1 t 1) и 
R (х, у, t6 ) очень похожи. 

Рассн:азывая о диссипативных системах, мы пользова­
лись различными упрощенными моделями. Их взаимо­
СВFIЗЬ поиазана на схеме. Мы видели, что анализ люfой 
модели требует применения компьютеров и самых раз.т~11ч~ 
ных математичесних методов. В иерархии 1\юделсй 1 пред­
ставленной на схеме, есть несио.ттько уровней. Работу над 
изучением моделей каного-либо из них нельзя считать 
завершенной. На каждом уроnпе есть интересные аадачи, 
требующие дальнейшего изучения. На каждом иа них 
нас могут ждать резу.1ьтаты, намечающие новые пути 

в богатом, сложном и поразительно интересном мире пе­
.т~:инейных явлений. 

-j ~ " 
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. ':.'f "'· 
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5. ТУРБУЛЕНТНОСТЬ, ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЙ ХАОС 
И НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ЗАДАЧИ 

Нонечно, опыт остается единственным нрпт 
рием пригодности матсматичесних нонструнци 

фnЗИl\И. Но настоящее творчесное мышление пр 
суще 11мешю матс111агnне. По~ому л считаю IЭ и 
nестном с111ыс.'Iе оправцанной веру цревuи:~с п то. 
!По чистое мышление в состоянии постигнуть 

реальность. 

Ранее мы говорипи о понятиях и представлениях, по-· 

явившихея при изучении нелинейных моделей. Их нас­
тоящее и будущее во ;\Шогом зависит от того, накую ро;~ь 
сыграют они в построении теорий и постановке эиспери­
ментов, позволяющих г.11убже понять за:коны приро;з;ы. 
О несколышх экспериментах и евлэапных с ними идеях 
мы расскажем в этом разделе. 

Видимо, одной из первых нелинейных моделей моашо 
считаrь ураnненин г1щродинамшш. Этой 11юделп больше 
двухсот .1ет. Над ео анализом трудились блестнщие уче­
ные. Однано и сейчас в двiпI.;ении шидкости много зага­
дох. О;:~;на ив наиболео интригующих связана с переходом 
R турбу.1ентности. Движение :ппщкости может быть регу­
лнрным, уnоря;з;оченным. Его называют ламинарным. Но 
может быть и нерегулярным, хаотичным. Тогда говорят 
о турбулентном двишении. 

Характер течения жидкости удобно харантеризоватъ 
Gсзразмерпым параметром - числом Рейнольдса: Re = 
= vd/v, где v - характерная скорость ашдности; d -
характерный линейный размер аадачи (например, ширп­
на канала); v - ш1а:кость. При увеличении числа Р~:ii­
нольдса в экспериментах nаб.11ю~ается переход от лаш1-
нарного поrока н турбулентному. Сразу напрашиnаетса 
мыс.11ь о том, что ламинарный поток - это аналог тел­
:модинамичес:ной ветви, ноторая теряет устойчивость. 31;­

'fем поеле :каскада бифуркаций движение системы приоG­
ретает случайный хара.ктер. При этом в промежутке .м.еа;­
ду хаосом и nорндком мы :м:ожем наблюдать струнтур1.1 
различной сложнос.пr. Один путь, приводящий н хаос\ 
(сейчас физики час.то называют такие пути сценарин.:-.1 1 i 
п~рехода н турбулентностn), мы знаем. Это последова­
тельность бифуркаций удвоения периода. П рожце чем го­
:ворить о результатах энсперимента, посмотрим, нет ли 

·других способов перехода к хаосу. 
Всnомвю.1 бифуркацию Хопфа D сиетеме обыкновен­

т:ых щ1ффе11етща.1ы1ых урrшшшиii. Порная бнфур-1-:ац1iн 
11 риnодит }\ то~1у' чтu П3 ()('ОUОЙ ТОЧIШ ро11щае f('.H Ч)OHL'Jl L-
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ный цинл е частотой ю1 . В результате второй бифурнацип 
Хопфа решение становитсл похожю1 на спираль, которая 
наматывается на буб~1и1\ (рис. 40). (Говорят, что о это!\1 
случ:ае в системе появляется иuварианптый тор.) В тn-
1юм решении можно выделить две независимыо частоты. 

В са:мом деле, перейде:\I в систему 1юординат R, ер, 0, 
nо~азанную на рис. 41. В этих переменных простейш~я 
спираль, намотанная на тор, определлетсл формуJiаии 

R = Ro, ер = W1t + <r'o, е = Оо +- Wzt, где Ro, (flo, (:)о, 
w1 , (1)2 - постоянные величины. Ее.ли отношение (t) 1/ w2 -
иррац11ональпое число, то решение будет пеnериодично 
и траектория равномерно заполнит всю поверхность тора. 

Следующая бифур:кацил Хопфа приведет к nоннлению 
:инвариантного тора более высоной размерности. При этоr.1 
решение может стать похшним на спира.тть, которая с час­

тотой ffiз <шавивается» на спираль, возниишую после пре­
дыдущей бифуркации. Теперь представим, что таких би­
фур1шций произошло много. В обычных переменных 
решение выглядит уже очень сложно. На первый взгляд 
оно нашется нерегулярным и nо."Iностью хаотичным. Мо­
жет быть, его и надо интерпрет.ировать как хаос? Пред­
ставление о таном ~rеханизме возшшновешнr гидродина­

:мичесяой турбулентности связывают с именами выдающе­
гося советсного физика Л. Д. Ландау и немецкого мате­
матика Е. Хопфа. 

1 / 

i:c 

Рис. 40. Дво бифурнации _., 
Хопфа, прпводящИе н по­
явлению инвариантного 
тора 

Рис. 41. При ана:rизе шr­
вариаптноrо тора удобло 
перейти в систему коор;~~1-

. ват R, <р, 8 
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СовремевнаR эксперимента.1ьнан техника позволяет 
выяснить, наблюдаем ли ~(Ы в реальной системе мвогочас" 
чотный режим и сколько в нем разных частот. Обычно 
ве удается обнаруншть течения бо.;Jее чем с тремл неза­
висимыми частота.\ш. Надо искать другой сценарий. 

Его предложили в 1971 г. известные .\ШТематпии 
Д. Рюэль и Ф. Такенс. Пуеть ингеросующая нас система 
уравнений описывает простейший трехчастотный режим: 
{j)1 = ш.lt, ср2 = w2t, ср 3 = ы3t, Ч'1п - углы в соответствую­
щем: пространстве п = 1, 2, 3; пуеть, кроме того, / (<rп) = 
= f (<рп + 2л:), где f - любая из фун:иций, входящих в на­
ши уравнения. Рюэль и ТаRенс доказали, что можно 1шк 
у годно мало изменить правые части системы уравнений 
и решение качественно изменится. Вместо трехчастотпого 
режима появится странный аттрактор, и поведение решс-
1111й станет хаотическим. Итак, сценарий мо1-нет быть сле­
дующю~: две бифуркации Хопфа и хаос, наступающий пос­
ле третьей бифуркации. 

Экспори~rенты показывают, что даже в простейших си­
стемах турбулент1юсть мошет возникать по-разному. На­
пример, в неноторых работах описывается такое явление. 
Если наблюдать за системой достаточпо долго, не изменян 
ее параметров, то в упорядоченном ламинарном пото,~е 

вдруг появляются вихри, поведение ~<оторых кажется слу­

чайны~~. Заrем картина течения вновь становится простой 
и регулярной до появления следующих вихрей. Это яв­
ление по~1учило название перемежаемости. Регулярный 
режим перемежается с <юстровнами» хаоса. 

Простейшую моде.~:ь, ноторая позволяет объяснить 
это явление, nредло1-I>или П. Манневиль и И. Помо 
в 1980 г. Они расс~~атривали поведение решений системы 
Лоренца в определенном диапазоне параметров. А мы 
вновь обратимся н одномерному отображению Хnн = 
= ~xn (1 - хп), чтобы резу:1ыат бы.1 более 11аг.1ядным. 

Так же, хак на рис. 24, будем отнладывать по оси абс­
цисс значение параметра ~' по оси ординат - значения 
{хп}· Чтобы иснлючить переходный режим, опустим пер­
вые 300 членов последовате.11ьноети. При этом получится 
J\артина, показанная на рис. 42 11• Левая чаеть рисунка 
нам понятна - з;:~;есь происходит каскад удвоений и при­

менима теория Фейгенбауиа. 3аrем картина усложняется: 
хаос чередуется с пнтервала!l.ш, где есть упорядоченность, 

lJ. Этот рпсj-·нок и ero подробпое обсуждонис можно паi[ти n 1;ш11 '~ 
Collet Р., Есkтапп J. Р. Iteгated ma_rs on the intcпial as d )''1111~ 
mjcal systems. Basel: J3ostoн: Stuttgart: BirkЬaнser, 198U, 
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Р11с. 43. Вид фушщни f до появлеюш уетойчивоrо ц11кла и поело 
этurо 

а - i-. < ~1 б - 1', > 7-:: 

устойчивые цик.1ы ра3ш1чных типов. Самый большой 
И3 этих интервалов помечен на рисунке. Здесь ввача.тrе 
возникает устойчивый цинл 8 3 (Л = 'Х), потом происходят 
у;~воения, пояnшпотея S6 , S12 и все прочие цикJ1ы тиш1 
s:{·2tl, Здесь тоже применИ?ltа теория Фейгенбаума. 

Неожпданным оказывается другое. При /~ = 1: иа хао­
са внезапно понвnпется устойчивый цпнл S 3

• Чтобы по­
пить происходпщее, рассмотрим одномерное отобрашенпс 
/ 3 (х) = j (f (/ (х, Л))) до того, :ка:к цикл пояnилсн при "J. < 
< ~ (рис. 43, а) 1 и после этого при Л > Л (рис. 43, 6). 
При увеличении пара111етра ')., кривая / 3 (х) становитсн нру~ 
чс и у нее появляются новые точни пересечения с прямой 

у = х. Онп обозначены бунвамп М 1, 2 , 3 и N 1, 2, 8 нп 
рис. 43, б. Все они являются неподвижными точнами ото­
бражения / 3 (х). Производная фующии f (х) в точна' 
М1 , М2 , М 3 одипанова и по модулю не превосходит сд11 ... 
шщы. Именно эти точки определяют устойчивый цикл S;-.. 
Наклон в точках N 1• 2, 8 также одинаков, но там выполш1-
ется противоположное неравенство. Им соответствует Пl:­
устойчивый ЦИI{Л S3, ноторый полвилсFI одновременно с ус­
тойчIIвым. 

А теперь l\ЮЖНО поэкспериментировать. Зададим Itа­
кое-нибудь начапьное значение х1 и посмотрим:, нак дей-
ствует отображение /3

, когда Л >1 и ногда 'А< I. Дру1-н­
ми словами, мы будем следить за наждым третьим элемен­
том последовательности {х11 }. Расчеты показывают, чт,1 
в первом случае после длительного переходного процесс r1. 

точки притягинаютсJI н цюшу S3 (рис. 44, а). Похоi!нш 
·картина набJiюдается сначала и uo втором случае: ид1·1· 
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медленное двиаюние .к тоqЕ\е ]vl (рис. 44, 6). Одпnн:о потом 
эле;\1енты последовательности быстро отходят от этой: точ­
кп. В дальнейшем они внов1. начинают приближаться 
н ней. 

Это очень пнтересный факт - отображение, rюка3ан­
ное на рис. 43, а, соответствует ха ос.у. Но хаос этот не­
обычный. Большие интервалы движения н точке IV!1 ног­
да решение похоже па регулярное, чередуютен в пом 

с быстрыми хаотичесюши выбросами. В этой простейшой 
модели есть перемежае".,,tостъ. 

ИJак, читатель знако:\r с тремя сценариями возншшо­
Вl'Нин турбулентности. Теперь слово за аксперимсптом. 
lla первый nзгляд каi:l\ется, что сейчас, 1югда у\rеные уме­
ют изучать элементарные частицы, создаnап. темnорату­

ры, близние к абсолютному пулю, разобрап.ся с д[]иже­
шюм ншд1юсти. очень просто. Однако 113морить с1юростъ 
rr~1щкости таи, чтобы не исказить ее тсчеш1я 1 -- деJю не­
простое. Экспериментальная техника, по::нтлшоща,п сде­
шtть это, полнилась совсем недавно. Сейчас для этой це­
ли применяют лазер. Из школыюго курса физики изнсст­
но, что во.чна, отражающаяся от движущс1'uсл предмета, 

меняет свою частоту. Это яn."Iение называется эффектом 
Доп.черв. Доплеровский сдвиг, ноторый уqепым удалось 
11аl\rерить 1 nозnоляет определить скорость ашдности. На­

блюдаемый процесс 1 нан правило, очень слотен. Обработ­
J.>а акспериментальных данных и их анализ потребовали 

·широкого использования ЭВМ и разработки поnых мате­
матических методов. 

? 
tf 

/ 
/ ~51 

А -'J,8Лl 

IJ, .f2 

t1 L--1---""-----1'---.I--'----'-_._ 

flЛl. q.i"-1 .r 

l'ис. 44. Фующия f3 в более крупном мuсmтабе 

и - i, = 3,725, ц~шл 8 8 еще не появился; б - Л, = 3,830, точка ,·и~ COO'IBCJTCT· 

Ь~СТ ~·стоЙЧИВО~'У ЦИI\Л}' S3 , ТОЧ::Ка /\i1 = НС}'СТОЙЧИDОМУ 
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Рис. 45. Движепис жидкости между дву" 
мн вращающимися: т~идивдраl\си (теч:е" 
нио Е\уэтта - Тейлора) 

Рис. 46. Способ построения иавтор()ва 
множества 

нн нн 

Переход :к хаосу естестве1шо изуqать сначала на прп­
меро сю.1ых простых систем. Представим себе два коан­
сиал ы1ы х ци."'Jи:Пдра высоты L, радиусы .которых равны а 
и ь (рис. 45). :Между цилиндрами имеется жидкость. вш~ш-· 
ний цилиндр нращаетен с угловой скоростью Q 2, внутрен­
ний - с Q1 • Движение жи;:~;кости в такой системе называ~ 
ют течением Куэтта-Тейлора. и~rенно это течение прн 
неиоторых s1шt~енинх L 1 а, Ь, Q 1, Q 2 и было подробно ис­
с.1едоnапо. Будем считать для: простоты, что Q 2 = О. Чис­
ло Рейнольдса п такой задаче опредоляется по формуJ1u 
Re = Q 1a (Ь - a)!v. 

При неGолышiх числах Рейнольдса цвижение шидкос­
тп ламинарно, его можно описать явной формулой. Да­
лее при увеличении частоты Q 1 nозюшают структуры ~­
тан назьшас:чые вихри Тей.;~ора. Их нонфигурация с.о врС>­
мене:и нс меняется. При увеличении частоты nращеншr 
вихр11 Тейлора теряют устойчивость 1 движение жидн.остт: 
становится периодическим. (Ему можно сопостаnип 
предельный цинл в некоторой системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений.) При еще больших чисда' 
Рейно.тtьдса возникает двухчастотный режим (аналог 
1швариантноrо тора) 1 и да."Iее движение становится турбу­
лентным. :Иачественно нартина окааываетсн поразительно 
похожей на ту, что предсназьшает сценарий Рю:ыя и 
ТаRенса. 
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Вместе с тем многие свойства течения 110 унладыuают­
ся в рамки этого сценария. Расс1щзьшая об о;щом:ерных 
отображениях и динюшческих системах, мы считали~ что 
у системы есть толыю один аттрантор. БоJ1ее сложный 
случай сосущоствования нескольких аттракторон обычно 
оказывался ис:ключеrше.м, а не праnилом. Эксперименты 
с течением Нуэтта-Тейлора показали, что пр11 некоторых 
вначениях параметров в системе мтн:ет наблюдатr)ся бo.riee 
стd различных устойчивых режимов. Среди них есть пс­
рподичесние и многочастотные течопия, а также 1юснолыш 

т~шов хаоса. 

Ранее мы говорили о том, что периодическое пnижсние 
впхрей можно сопоставИ'lъ е предельным циклом. Но nедь 
nоток жид-кости описывается уравнениями в частных про­

изводных. Значит, эта система с бесконечны~~ чиелом сте­
пеней свободы. А предельный цин.т~ - это понятие, харак­
терное дпя 1\Онечномерных систем. Her ли тут противоре­
чил? 

Противоречия нс будет, ес.1и нам удастся поступать 
таи же, кан н разд. 4, - сопоставить интересующей нас 
задаче нонечномерную с1-Iстему таи, чтобы их решения 
были близки. Но снолыщ уравнений нужно взять D этой 
упрощешюй моде.11и? .Пв.1я:етея ли наблюдаемый хаос 
:u течении I\уэтта~ Тейлора маломодовым? Ответ нноuь 
должен дап~ эксперимент. Но nрешдс чем говорить о его 
результатах, надо разобраться в том, что такое размерность 
странного аттрантора. 

На первый взгля;::~; все просто. Отрезок - одномерная. 
фигура, 1шадр8Т - двумерная, иуб - трехмерная. Ес.1и 
множество точен удастся разбить на :маленькие отрсзн:и 
тан, чтобы они состави.1и его целиком, то ::это одномерное 
множество. Если !'ltНожество можно составить нз 1\вадра-
11шоn - оно двумерно, из нубоn - трехмерно. Однано 
пример тан называемого канторова м.I-южсства поnазы­

ш:~ет, что не nсегда размерность мо11-шо определить так 

просто. 

Возьмем единичный отрезок 10, 1 ), разделим его па три 
части и выбросим середину. Н:аждый из двух оставшихся 
отрезнов разделим на три равные части и снова выбросим 
середины (рис. 46). Далее буде~~ повторять эту процедуру 
Gес:конечно l\.Шого раз. 

Топерь посчитаем длину оставшихс11 отрезнов, по.1ь­
вунсь формулой гсометричесной: прогрессии и переходя 
н пределу. Длина о-кюнется нулевой:. 

Во втором с.11).rчае поступим тан. Сначала, ка:к и рань-
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шс, выбросим отре.зон длиной 1/31 на втором mare - два 
отрезка общей длиной 1/6, на третьем - четыре отре3ка, 
сумма длип ноторых равна 1/12. Тогда онаж:етсл, что об­
щая длина всех удаленных отреsков при п-+ оо бу;~ст 
стремиться к 2/3. Следовательно~ то, что осталось, имеет 
ддину 1/3. Но ведь оставшееся множество не содержит пи 
одного отрез1\а ! Провери:.\1 это. 

Допустим, что в не:м есть отрезоR длины l 3 >О. llo 
через р шагов у нас не остается ни одного отрезка длиннее 

чем 1/2р; lэ > 1/ 2р 1 если р достаточно велико, а значит, 
тnного отрезка быть не :может уже пос.1е шага с номером 
р. Ситуация по.1учается парадоксальной - ни одного 
отреэиа нет, а длина есть. KaR же тут быть с размерностью? 

Hnnepнo, наш читате.1ь прочел: все это рассуждюше 
с нсдоnерисм. Мощет быть, авторы решили расеказать ему 
про энзотичесний выронщенныrr сJrучай, которого и в при­
роде-то никогда не бывает. Еще недавно большинство фи­
зикоn и математиков думали также. Оказалось, однано, 
qто такие мнотоствn естественно возникают в зада'1ах, г,1е 

есть хаос и странные аттракторы. Одним из наибо.т:rее на­
глн;:J,ных примероn, показывающих типичность этой си­

туации, может служить пример, называемый п Jдков'Jй 
С.мейла. 

Прщставим отображение участна плосиости в себл, 
при котором квадрат ABCD переходит в криволинейную 
фигуру А' В' С' D', изображенную на рис. 47. Длл наглп;::~;­
ности предетавим его действие в два этапа. Вначале оно 
ежимает квадрат в одном и растягивает в дpyrol\f направ­

лении. На втором этапе полученная полос1{а складывает­
сп в виде под:коDы. Пусть эта под1юва целиком лежит 
внутри исходной области. Тогда имел перед rлаза~~:и ри­
сунок, можно попробовать еще раз применить к ней та:кое 
преобразование. Читатель моашт убедиться, что с RЮI"­
дым следующим разом uолучаемал фигура становится вес 
сло;1шее. Ес.11и рассечь ее верт1шальной прямой, то сече­
ние будет очень похоже на отрезки, представленные на 
рис. 4G. В пределе они стремятся к «анторову множеству. 

ПоДiюnа Сыейла самым тесным образо"r :может быть 
свяаана с дифференциальными уравнениями. Рассмотрим 
для примера систе\.rу трех обьпшовенных дифференциа:~ь­
ных уравнений, свнаывающих функции х (t), у (t), z (L). 
Буде~r задавать начальные данные, лежащие в одной и той 
те плос:костп z = z0 • Из нашдой такой точки выпустим 
фазовую траекторию и посмотрим, где она вновь пере­

сечется с выбранной плоскостью (рис. 48). Координаты 

t16 



Г ис. 4 7. Отображение yqacтJ\a 
п~1осl\ости n примере Смейла z 
Пупктиром отмечено положение nерnо­

Jщчального нвадрата; область G, содер­
жащаR его, отображастса в себя 

Рис.. 48. Схеиа построения ото­
бражения Пуаннаро 

точки пересечения (х1 , у1 , z0 ) зависят от нuча.льных дан­
ных (х0 , у0 , 2 0) 1 т. е. 

Х1 = f (хо1 Уо), У1 = g (хо, Уо). (5.1) 

Функции f и g определяют отображение плоеI.;ости 
z = z0 в себя, ноторое часто пазывают отображением 
П уапкаре. Нан правило, достаточно рассматриnать не 
всю плосность z = z0 , а тольl(О небо~1ьшую ео часть, ко­
'l'Орая содержит аттрактор. Именно отображтше (5.1} 
:r.юншт переводить нвадрат в подкову ИJIИ обладать близ­
шнш свойствами. 

310 опять приводит I\. парадонса.r~ы1ому выноду: мно­
iI>ество точен, к которому притягиnаютсн хаотичосние 

решения, может иметь очень сложную стру1'-ТУРУ. Напри­
J\Юр, нак у канторова мнон{естnа. У странпоrо аттрактора 
с таю1м снойство.\1 есть хары~терпый признак. С:коль бы 
ыа~1ую его часть мы ни взялu, она обладает той iне струк­
турой. Целое оказывается подобпым сиолъ угодно малой 
lвоей части. Поэтому понятие размерности странного 
ютрактора ввести не так уж просто. Хаос о:ка3ыnается 
поразительно инз·ересным объектоы! 

В частности:, 11юшно дать та:кое опреде;1ение. Рас­
смотрим некоторое :множество точен в N-:м:ерном простран­
rтве. Вт~ьмем кубики размера е1 и посчитаем, наиое :ми-
1:ималыюо нх чнсло ,\юа•ет покр1.1т1, нr,е ыпмr.;сстr>J. OG-
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с:111uчим это qисло п (t1). Зате~1 возьмем кубы с размером 
1:: 2• Окашстсп, что их н:ужно п (Е2). Буде}t далее уменьшать 
ребро куба. Предел 

D= lim logn(e)/\ loge\ (5.2) 
е.-..о 

называется фракталы-~ой размерностью паmего множе­
ства. ВзRв отрезок, ква~рат, кубик, мы получим целые 
числа 1, 2, 3, что согласуется с нашими интуитивными· 
представлениями. Но для канторова множества размер­
ность оказывается дробной: формула (5. 2) дает нонкрет- ·. 
ное чис.10 D = !og 2/(og 3 = 0.630." Фрактальная раз­
мерность странных аттракторов, как правило, то;.не имеет 

дробную часть. 
Определений размерности сейчас существует несколь­

ко. То, о котором мы рассназали, относится: к так наэы­
вае.\1Ы11.1 метрическим определениям этого понятия. Кроме 
нnх, можно ввести еще вероятностные размерности. Вообще 
говоря, решение с разной вероятностью бывает в рпзных: 
то(шах аттрактора. Определения, учитывающие это, на­
зываются вероятностными. 

Заnо.1нять аттрактор кубиками и считать величину D 
непосредственно по формуле (5.2) трудно. Эта задача 
близка к пределу воэмоншостей еовре~[енных ЭВ~I. 
Поэто\1у математики придумали ряд способов, поsволяю­
щих (•ценить раs:\tерностъ через бо.1ее доступные величины, 
чем D. Размерность аттрактора сейчас ~южно вычис.т~ять 
и 110 давным эксперимента. 

В ч:астности, д.1я течения Куэтта-Тейлора это сде.1ала 
в 1983 г. группа а:мерикансиих ученых. Они нашли число 
РейноJlъдса, при котором возникал хаос и зате:м увеличп­
ва.1и :нот параметр на 30% 1 вычиспял при ~том раа:мср­
ность аттрактора. С рос.том числа Рейнольдса эта вели­
чина возрастала, но во всех энспериментах не превышал ;1 

пяти. В реальной физичес«ой еистеме наблюдался мало­
мо~овый хаос! 

Это очень важный результат. Простейшие мате:матич.~-­
ские модели по.могают понять, нак возникает турбулен r­
ность. Они предсказывают ее качественные, а в ряде с.11у­
чаеn и ноличественные характеристики. Постановна и аН<l­
лиз этого и других экспериментов, в ноторых изучаете н 

_ хаос, привели н формированию поных матемаrичеснпх ~ 
понятий, потребовали широкого использования вычпс-1 
лительного энеперnмента. 

Быте мы не раз говорили про двухкомпонентные сис­
темы, иоторые и.спо.~.ьзуютеn при описании химичес1\и х · 

118 



реакций; Существуют .:1и u задачах химической кинетики 
хаос и сложные нестационарные струнтуры? Единого 
мнения среди хи~шков сейчас пет. Одни no.riaraют, что 
:каос, безусловно, есть. Другие сомневаются н э'fо:\1 или 
утверждают, что его быть не может. Некоторые ученые 
сравнивают отношение научного сообщества R <~химиче­
с"Кому хаосу» с тем~ которое еще недавно нысказывалось 

I< колебательным реакциям. Уверенность n том, что этого 
не бывает, мешает многим специалистам объе~~тивно оце­
нить эксnеримента.чьные фанты. 

Разумеется, последнее слово остается аа убедите.1ь­
ными эRсnериментам11. Тем не менее многие сложности 
связаны с математическим моделирование\1 ко.1ебатель­

ных реющий и химического хаоса. Даже построение тео­
рии реющии Белоусова-Жаботинского, ноторой зшrlf­
маются тысячи специалистов, онааалось очень трудной 
задачей. Дело в том, что механизм реющии сложен. 
В одной из теорий, наприм:ер, прююдлтся дна. десятка 
про.межуточных реакций и примерно столько же реаген­
тов, обеспечивающих ко.1ебательный режии. Скорости 
этих промежуточных реакций обычно либо нсиаnестпы, 
либо п.знестны приближенно. Построить содержательную 
:модель на такой основе, учитывая все стадии процесса, 
1:1е удается. Приходится делать упрощающие предполо­
жения. 

Пожа.1уй, наиболее простой и нее же блиакой к реаль­
ности нвляется система трех дифференциальных уравне­
ний диффузионного типа. Но и ее исследование с помощью 
современных ЭВМ - дело не леt·кое. Чтобы упростить 
сич'ацию и не учитывать диффузию, химики стараются 
иметь дело с реанторами, где вещества хорошо перемеши­

ваются и концентрации можно считать пространственно 

однородными. 

Многие результаты, полученные в таних эксперимен­
тах, оqень интересны. Исс.1сдование реакции Белоусова­
/Кя.ботинского показало, что в ней воЭ:\ШЖНЫ многочастот­
ны~ режимы и переход к хаосу. Наб.1юдалось таюне 
яв"1ение nеремежае:м:ости:. Важную ро.1ь в пони~1ании 
происходящего, в обработке эксперимента играет 
'Iеорил одномерных отображений. Очень сложное яш~ение 
и очень простая мо;1;едь вновь оRаэываютея тесно свн-

запы. 

Сейчас понвилось много других задач, где интересны 
хаотичесюrе режи~rы. Ученые установили, что в течепие 
ми.т1.пионон лет магнптн()Р. пnлР. йемли много раз хаоти-
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11есювr образом меюшо свою ориентацию. Оиаза.1осп, 
что в самой простой мо;з;ели двух вращающихся диенов, 
магнитные поля которых вза11модействуют, такие режимы 
то:r1\е есть. Они соответствуют странным аттрактора:-.1 
в некоторой системе трех обьпшовенных ;:щфферепни:=t.1т~­
ных уравнений (ее сейчас называют моделью диню10 Р11-
юпаки). 

Еще один пример. R.1ассичесной задачей физию~ твс р­
дого тела явлнется задача о прохождении алентр та 

через кристаллическую решетку с периодичес.кой 11рr,­
страпственной структурой. Результат состоит в rом, ч1u 
электрон движется каи волна, параметры которой завис ат 
от характеристик иристадда. А теперь допустим, чтп 
нам удалось создать хаотическую, нерегу.11лрную реrпетну. 

У;l.ивительный резу:~ьтат состоит в том, ч:то двишеюtо 
э.1ектроnа в этом случае иачественпо ~~еняетсл. Он 01«а­
эывается локалиэошш на определенном участ:ке пр()­

стронетва. При этом сами нерегулярности могут имес1 ь 
0 11ен(. малую амплитуду. Вюн:по, qтобы они были хаопн­
ны. Это явление, называемое лонализацией Лндерсош1, 
имеет большое теоретиqеекое и прик.чадное значс­
nие 12. Соз;:t.аниз хаоса о:казывается иногда очень полса­
пым. 

Неноторые теоретию~ полагают, что локализациJ1 Ан­
дерсона может помочь в решении одной ив фупдамrшташ.­
ных фюшческих задач - проблемы п.ченения ]{Варков. 
Эисnuрименты, пропедt:'нные па огро.миых ускоритслнх, 
пона не позволили разбить протоны, :шек'l'роны, друг~1е 
элементарные частицы: не составляющие их кварни. Н 
сейчас многие физюш по.'Iаrают, что дело не в недостатн<lХ 
;жсперим:ента, а в фундаментальных свойствах материн. 
Существует предположение, что хаос яnляетен неотъсч­
лемы!\1 свойстно"1 материи на еверх~алых масштабах. 
Если это так, то пленение нварков и ло:нализация Андер­
сона могут ОЕазатьсn бшrзкими яв.rrениями. Видимо, и:зу­
чсние свойств хаоса оRажется по.т~езным и во мноп1х. 
других 3адачах. 

В прикладной !\tатемати:ке происходит науtшая р:~со­
люция. Меняются понятия, методы, стратеrия иссл!до­
ваний. Многие образы, н которым все чаще обращаютrя 
теоретюш, характерны для нелинейных моделей. Необ- · 
ходпмы!\1 инструментом исследования становится выч11с-

12 Подробнее об э'fом расе.называет статья.: Андерсон Ф. УФН. lLl~!J. 
Т. 127, БЬlП, f, С. 19-39, 
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лительный :э.ксnеримент. Иногда оп ложится в оспоnу 
nouыx теорстичесних построений. 

Одно из глубо:ких следствий происходнщой революции 
состоит n том, что математиRа и изучение природы стали 
гораздо ближе друг к другу. И дюне проведение натурных 
эhспери~1ентов непосредственно свяэюю с применением 

но~шьютеров и разработкой ряда математичесних МС'ТО­
дов, ноторые помогают разобраться в происходяще,r. 

l\Iы вступаем в новый мир. Мир нелинейных flвлений, 
rдо возникают неожиданные связи мен\дУ стру:ктура:мu 

и хаосом, между динамикой и статистиной, между старыми 1 
привычными и совершенно новыми понятию1п. Парадок· 
сы этого мира 1 которые сегодня известны ученым, види-мо 1 
явллютсн только первыми шагами к бодее глубокоl\1~ 
и полному пониманию природы. 
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СИММЕТРИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ЯВЛЕНИЙ 

В. А. ДОРОДНИЦЫН, Г, Г. ЕЛЕНИН 

Мир беспорядочно уссяп упорядоченными 
формами, 

П. Ba.r.epu 

Неистощима фантазия природы, неисчерпаЕшо много­
образие связей между явлениями в о:кружающем нас мире. 
Есть в нем свлзи случайного характера. Они иогут воз­
ншшутъ и не повториться. :Каждый ~шг может принести 
сюрприз. Те:\1 не менее поведение природы пе sшляется 
полностью случайным, хаотичны.и и бесструктурным. 
Н;Jряду с изменчивостью ей присущи стабильность, гар­
мопичность1 красота. Регудярность смены времен года, 
периодичность восхо;::~;ов и закатов, «идеа.1ьные» формы 
кристал.1ов приводят н мыс.ли об упорядоченности, урав­
новешенности, целесообразности ннлений природы, н мыс­
ли о существоnании струнтуры единого мира, н: идее 

овлнетрии. Идея: симметрии пронизывает все области 
че.1овеческого творчества, играет ведущую роль в чувст­

венно:\1 вое.приятии оирушающего ~шра, в процессе его 

научного познания. 

Понятие симметрии теряет припленательность и смысл 
n отрыве or своего антипода - асимметрии. Чересчур 
сnм~1етричное в иснусстве вызывает лишь мимолетный 

интерес, напоминает, скорее всего, схему и производит 

nnечатление мертвой незыбпем:ой нрасоты, I<pacorw, 1ю­
торой не дано развиваться. В то вре:\rЯ как элемент асим­
метрии ааставлнет нас почувствовать дрю~атнческий: наRал 

момента, предугадать развитие сцены в Gудущем. 
Единство симметрии и асимметрии пронизывает все 

нвления природы, являясь единстnом сохранения: и 11з­

:ненения, единством: порядна и беспорFiдка, единством 
3анономерного и случайного. Пршщипы си~rм:етрии -
:по запреты, которые ограничивают число вариантов 

устройства мира, создают ианву его структуры. Асим­
~rетрия прпводит к разнообразию узоров на :заданной 
нанве. 

Jiюбая научная нлассификацил основана 1ra одно­
временном вын:влении свойств как симметрии, таи и аси:м· 
:четри.и классифицируемых объентоn. В сим:иетрии про­
нвляется общность свойств, в асимметрии - их различив. 

Дать точное определение многоликой идее симметрни 
невозмо;r:но. В наждой коннретной области че"1овеческой 
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;~ентельности она принимает свою форму~ рождает ко11-
кретные методы работы с целостным объектом. В поэзии, 
музыRе, живописи, архитектуре симметрия проявлисrся 

н виде занонов композиции. В нлассичесиой механике 
иден симметрии породи.тrа представление об инерциальной 
системе ноорди:нат и об.~ачилас.ь в форму принципа отно­
спте.ТJьности. Симметрия нашда свое выражение в запретах 
па ряд процессов: нельзя построить вечный двигатель, 
нельзя нытnu~ить себн за волосы из болота на манер ба­
рона Мюнхгаузена. Эти запреты называются занопамп 
сохранения ;шерг1п1 1 Rо.1ичестnа двищснин, момента им­

лульса". Еще большую роль играет симметрия в микро­
мире. Лринцип пеопреµ,е.rrенности в квантовой мехапюю 
предоставляет широкие воююжности для проянления. си:м­

мстрип. Эти проявлепил тем богаче, че.\1 силt>нее взаимо­
действия. Так, при сильных взаимодейстопнх возни:какп 
дополнительnые законы сохранения: электричесного п Gа­
рпонноrо зарядов, пространственной, зарядовой и вре­
менной четности, стрпнности и изоспина. Хорошо извест­
ный припциn В. Паули являетсл поронщенисм симметрl111. 
Идея си\~метрии лежит в основе нлассифинации эле.\1ю1-
тарных частиц. Фундаментn.аьную роль играет СИ.\l:МРт­
рпя в физике твердого тела; папример, на основе а11а.rн1:1а 
кристалличесной решетки .\Южно предсказать, какие в1_1 -

щества дают с.сгнетоэлектричесюrй ;)ффект или вращают 
плоскость поляри3ации. В химии симметрии nредстас·т 
перед пами прежде всего в виде периодичес:кото занона 

Д. И. МендеJJеева. Яв.лнется ли химичесиая реакция р;ч~ 
решенной или запрещенной - ответ на это определяется 
симметрией ндерного движения, связывающего рсаге~пы 
с продуктюш. Иден симметрии в биологии принимаг,:т 
форму закояа сохранения наследственности Г. :мендел н. 
Наконец, в математике при исе.~1едовя.нии операций с :), т­
мента:мn :мно»\ест:в произвольной природы симметрия прн­
nи:\tает строгий облин группы. :\Iатем:атическая копцепnпп 
I'руппы бы::~а впервые намечена в общих чертах фраппs 1-

сю1м '-1.атематино~1 Эваристом Галуа (t8H-·t832) н писыю 
и О. Шевалье. Что поначалу дала теория Э. Галуа l\Iа­
темати:ке? Хорошо известным резу.1ьтатом яв:1яется 11 .~­
разрешимость в радикалах алгебраического уравнен r: я: 
степени выше четвертой. Менее извес.тны запреты на но­
ноторые евклидовы пос.троения. С помощью цирну-1я 
и линейки нельзя разрешить следующие задачи: нвадра,~у­

РУ круга, трисекцию угла, удвоение куба. В настоящее 
!lремя теория групп - это развеrnленный раздел адгебры. 
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Т3кие ее ветви, нак теория предетавJiений и ·rсория ха­
рактеров, лежат Б основе современных знаний о твердо~~ 
те.-ю и мире элементарных частиц. 

Итан, искусство и естествознание активно используют 
фундаментальную идею симметрии ;:~;ля: познаюш окру­

шающего мира. С помощью этой идеи по.11уqены 1н1.:ш:ные 
результаты во многих областях естествознания. Неисчер­
паемой теме симметрии посвящено большое число заме­
ч11тсльных книг, часть из :которых приведена в списне 

литературы. Тема нас толщей статьи - СИJ\rметрия в :r: е­
шенилх уравнений математической физи:ки. Эта тема 
очень обширна, и поэтому авторы останови:.rrись на двух 
во11росах, характерных для современных иатематических 

мщ~елей. 
Содержательные маiематичес1ше модели м11огих фи­

зических процессов представляют собой системы ураннений 
достаточно большой размерности (ве:IИко число уравнс­
ннй). Большан размерность систем ура~нпший pomдncr 
многочисленные трудности при аналитичсс:ком и числен­

ном исследовании. По этому поводу существует дю: е 
выражение <mроклятье размерностю>. Идея си:ммотрии 
помогает снимать такого рода трудностrr, де:тть мзте­

матичес:кую модель более прозрачпой, ::J1ю1-1о~шть усилия 
исследоватt·ля. Пример - правила отбора в нпантоnой 
механике. 

Х[lрантерной чертой уравнений, оли:сыlн~ющих интен­
сивные взаимодействия, являете.я неJJипейность. Не.11и­
нейж сть уравнений приводит 1<: ряду шJоых эффектов, 
не ю.~еющих места D линейных систеыах. Тан, п от.крытых 
не.тшнейных системах могут протекать nроцсссы: само­
организации. Изучение ташп лвлений су~1ит новые воз­
ноашости на пути познапия прющипов организации живой 
природы, создания принципиально поных способов интсн­
синноrо и ;экономного про:иэводетва важнейших продун­
тоо. СJ1ожность изучения не.1пнейных уравнений связана 
с тel\f, что не существует общих рецептов их решения. 
Сшн1етр11я позволяет находить частные так назы вае:\IЫО 
инвариантные решения, напри:мер аnто.\юдельные. Инва­
риантные решения содержат богатую информацию о по­
ведении общего решения. В частности, они могут опре­
де.1ять финальные формы эволюционного процесса. На­
Прlшер, автомодельные решения уравнений газовой: ди" 
пюшки описьшают структуру установившихся ударных 

во.1н, решения типа «бегущих волн» используются при 
ана.1изе горения и детонации, а та:кже изучении юшуль~ 

con 1 распрострапшощихся по нервному волокну. 
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Сим~1етрия означает упорядоченность частей целоп!. 
Чем по.::юзна симметрия при изучении нвлений природы? 
У nорядоченность симметричного объекта позволяет ((Сжаты) 
информацию о его устройстве. Для овладения симметр111:­
ным объенто:м необходимо лишь выделить п запоJ.шить 
бло1ш разных уровней и правила их поnторяемосп1. 
Не uользоватьсн симметрией - зто все равно, что леча­
таrь кашдый энземпляр данной юш1'и в отдсльноетн, 
не используя типографский набор. 

Уподобим :математический объект геометрическо}1у р1r­
сунку. Что нужно cдeJiarь для того, чтобы запо:ыюнь 
рисунон и повторить его, не глядя на оригинал? Ес.1п 
объект не упорядочен, не 06J1адает еим:метрней, то ю:11\­
дый его различимый э.т~е),rент о;::~.инаково вюнен и не<Jil­
ходимо запомнить ивформат~ию о распо.1о:rнении каж;~11Й 
элементарной единицы. Представьте себе рассыпаю-i ш1 
па иоле горох. 

Другое дело орнамент, например рпсуноR обоев (рис. l ). 
В лю5ом орнаменте существует по нрайней мере oдiu!, 
сразу бросающийся в глаза блок. Этот б.--:rок локализо1;;:1I 
ll пространстве, имеет хараfi:тсрный ра;змер и nовторнс1 .. ·н 
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по определенному правилу в целостной Rартине орна­

мента. При бо.тrее пристальном рассмотронии отдельного 
бдона орнамента ~южет оказаться, что он как целое сос­

'IОИТ И3 ведущих элементов~ имеющих харантерпые раз­

меры, другого, болев мелкого масштаба. Ведущие :эле­
.менты могут составлять орнамент блоRа и.'Iи располагать­
сл в нем без sюrетноrо порядка. Ведущие элементы, 
в свою очередь, могут быть составлены из еще более 
ме.1Rих хаотичес.tш или упорядоченно распопоженвых 

эде~1ентарных лчесн. и т. д. 

Сложность орнамента определяется числом: уровней 
и прави.'Iа~ш: повторяемости час.тей в целом на на;ндом 
уровне. Наблюдал сдощный орнамент с «птичьего по.1ете:н, 
мы видим одну нартину, с расстояпия <(удобного для чте~ 
ния» - другую, под микроскопом - третью, Вспомним: 
строки В. Я. Брюсова: 

Быть :иошет, эти электроны -
Миры, rце пять ~rатерикоо, 
Искусства, знапья, войны, троны 
И память сорона веков! 
Еще: быть может, нюндый атом -
Всс;1евная 1 rде сто нлаяет; 
Тю1 все, что здесъ, в объеме 

сжато1'.1, 

Но танже то, qero здесL нет. 

Человеческое мышление не в состоянии охватпть 
J~епююм развитие всей Вселенной, решить общую эво­
.1юционную задачу развития мноrообразrш структур во 
Вселенной. И поэтому оно ~выреэаеп из атой задачи от~ 
дельные б11оки, заменяя взаимодействие изучае~:rой струк­
туры с окружающей средой ираевыми условию.ш. И вот 
что харантерно д.'ш такого расчленения - оно пропс~ 

ходит с минимальной <(порчей» симметрии. :Кристuл~ 
.:rическая друза разбивается па отдельные нр:истал­
:(lш:и ... 

В разд. 1 :\IЫ познаном:им читателя с простейшими 
111атематичесним:и объе.ктами, наделенными СИ.\1метрией. 
И:Jучить орнамент и по.rrучить решение нелинейных ал~ 
н·браичесних уравнений помогает теория: симметрических 
чногоqденов. На при.\~ерах простейших обыкновенных 
:t1rффсренцпа.1ъных уравнений демонстрируется связь сим­
.чС'трии с возможностью представления решения в виде 

ннтегралоn. Здесь же опреде~"Iнетсn и раскрывается со­
держание оеновных элементов понятия симметрии: объеит, 
симметрил .которого исследуется) преобразования, по от-
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ношению 1\ 1юторым он проявляет симметрию, ипвариапт­
ность (неизменность) свойств объекта, выратающая его 
симметрию. 

В математическом орна\~енте блоками яnллютсл ин­
варианты, а зююп их nовторяемости определяется теми 

прсобразоnанию1.·ш, относительно которых инварианты со­

храшrются. Нан найти заноны nоnторяемости и выделить 
блоJ\и математичесБоrо орнамента? На ;}ТОТ вопрос чп­
тате:Jъ получит ответ в разд. 2. В нем же будет поназано, 
наи с 1юмощhю симметрии по.лучать новые решения иа 

уiне известных, Rак находить инвариаптные рсшею1;1 

уравнений матем:атичес1юй фиэию1. 
fi разд. 3 раСС!\'IатриваюТСЯ простеЙШИО МаТеиатиqеСRПС 

моцоли спо1панного нарушения симметрии в физических 
и физино-хи1'1:ических системах. Нарушение симметрии 
пр~шодит н ноно~~у пространственно-временному порядк~r 

н не:пшейной среде. Исследование IЗоsникающих диеr..н­
па гивных стру:ктур проводитсл с помощью инвариантных 

решений, «запас» :иоторых получеn 110 втором: раэде.1е 

мстодаыи группового анализа. 

Итак, отправимся в мир не.11ин:ейных явлений. Пун'­
nодноii нитью нам будет служнть идея еимметрип. 

1. СИММЕТРИЯ И ПРИМЕРЫ ЕЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
ПРИ АНАЛИЗЕ 

ПРОСТЕЙШИХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ОЬЪЕКТОВ 

Симметриfl обозначает тот вид соrласован11·'" 
С'JИ отдельных 'lастей, который объедцннет 11х 
в ~диное целое. Нрасотu тесно свнзана с с1tм~н)­
триеi1. 

Г. Вейлъ. Снмме"J.tнr;~ 

В этом разделе мы буде:м иметь дело с мате:матически~IИ 
объснrами, хорошо известными широному нругу чита­

телей: а.1гебраичееюrми: и обын.новенными дифференциа.1r~­
ны~ш уравнениями. А.'Iгебраичес1ше ураnнения встре­
чаются в ередней ш:ноле. С обынновенными дифференциа.r1r,­
ныш1 ураnнениями знано:мятся студенты первых курсов 

высших учебных эаnедепий. 

Симметрия в алгебраических уравнениях 

Не иск:~ючено 1 что читателю приходилось коr;щ-то 

ил11., вою.южно, придется на вступительных экзамепс1х 

в вуз иметь дело, доnуетим с та:кой задачей~ . 
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решить уравнение 

Р11 (х) = Ах11 + Ах10 + Вх9 + Вх8 + Сх7 + Сх6 + 
+ Сх5 + cxi + ВХ3 + Вх2 + Ах + А = О. 

Получить ответ в виде формулы поможет симметрия 
исходного уранненин. Методы, испо."'Iьаующие понятие 
симметрии, позволяют nониз1:rтъ его порядо« {«сжаты> 
информацию) и решить задачу до 1\онца, несмотря на 
высоную степень многочленов. Не будь симметрии в этом 
ураnнонии - не получить ответ в виде формулы! 

Школьнику пзnестна лишь фор~rула решения квадрат-
1rого уравнения: 

ах2 + Ьх + с =О, х1 , 2 = (-Ь + f Ь2 
- 4ас)/(2а), 

а исходное уравнение имеет одиннадца'Iую степень. 

I\а3алось бы, нет оснований для получения решения в виде 
формулы. Ведь хорошо известно - это доказал норвеж­
екий математии Нильс Абель (1802-1829),- что не су­
ществует решения в радикалах алгебра11чесRого уравве-
1шн общего вида выше четвертой степени. Другими сло­
nами, 11е существует формулы, позволяющей с помощью 
конечного числа действий сложения, вычитания:, умно­
ншнип, деления, возведения в степень с. рациональны?~~ 

показателем определить все корни по.-.ино:м:а выше чет­

nсрrой степени. Вступили ли требования зкза:м:енатора 
u противоречие с теоре~юй Абеля? Вовсе нет. 

Как и n бо:~ьшипетве шнолъных э:.щач, ответ в видо 
формулы в данном сдучае существует. Найти формулу 
помошет специальная струнтура последоnательности ко­

эффициентов исходного урввненn:я. 
Струнтура последовательности ноэффицпентов опре­

;холяется зерRальной сим:метрией: равноуда~1ен:ные от ноп­
цон пос:1едовате.1ьноети коэффациепты совпадают. I-Iаш1-
чпе тю,ой структуры выде."'Iяет данный многочлен из 

множества многочленов одиннадцатой степени и в :конеч­
ПО!\[ счете позnоляет свест11 решение задачи l\ оnределсн­

ному числу квадратных уравнений. Как осущеетвля:ется 
такое понищение порядна? Вепомним общие рассуждения 
о) орнаменте. 

Вос.поль3уе~fСЯ зорка.1ьной сим:\.~етрией последователь­
ности коэффициентов многочлена Р11 (х) и сонратим напо­
ловину число слагаемых: 

Р11 (х) = А (х11 + 1) + А (х9 + 1)х + В (х; + 1)х2+ 
+ В (х5 + 1)х3 + С (х3 + 1)х<1 + С (х + i)x;.. 
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В каждой енобке можно выделить блок - множитель 
(х + 1), используя иавестное равенство 

х2п+1 + 1 = (х + 1)(x2n - xzn-t + х2 1н - . " - х + 1). 

Выделив множитель (х + 1) мы повитаем порядок 
задачи: 

Р11 (х) = (х + 1)Р10 (.х), 

где 

Р10 (х) = Ах10 + Вх8 + Сх6 + Сх4 + Вх2 + А. 
Общее уравнение десятой степени Р Lo (х) = О нераз­

решимо в радикалах. Однако Р10 (х) обладает свойство14 
зеркальной симметрии последовательности коэффициентов 

АВС\ СВА. 

Зеркальная си~mетрия последовательности коэффи­
циентов позволяет снова сократить в 2 раза число слагае­
мых: 

Р10 (х) = А (х8 + 1/х5)хь + В (х3 + 1/х3)х5 + 
+ С (х + 1/x)r. 

Исчерпана ли вся симметрия по.1ученного выражения? 
При nерво~1 взгляде бросаете.я в глаза схожесть выраже­
ний, :эанлюченпых в скобни. Нет ли в этих блоках общего 
элемента? Ана.1иэ выявляет такой элемент: а = х + 1/х. 
Действительно, .т~егно убедиться, что х5 + 1/х5 и х3 + t/x3 

являются полино~rами от а. 

Выделение ведущего элемента а.. позволяет осущест4 

вить очередное упрощение исходного вырюненин: 

rдс 

хЬ + 1/х5 =а (а~ - 5а5 + 5), х3 + 1/х3 =а (а.2 - 3)) 
Р io (х) = x"'Q (х) = :r!'Q (о:.), 

Q (а) = Аа.4 + (В - 5А)а2 + (5А - 3В + С). 
Заметьте, исходное уравнение сведено к биRвадратнu­

му, ноторое имеет ч:етыре корня: а1 , а2 ~ а3 , а4.. Поело 
определения этих корней осталось решить элементарные 
уравнения 

х + 1 = О; х + 1/х =а;, i = 1, 2, 3, 4, х + 1/х = О, 

пять из Rоторых квадратные. Решая эти уравнения:, мы 
nолучаом окончательпый ответ. Задача решена до конца. 
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Исходный :мвогоч.1ев одиннадцатой степени разложен па 
линейные мнощители (злемевтарные ячейии); 

11 

P1i (х) = П (х- xi)· 
i=l 

Полностью оnреде:1ен орнамент мате.м:атиqесноrо объек 
та. "Успех решения был связан с высокой степенью сим­
меJ;"рии исхо;::~:ноrо многочлена. 

Рассмотренный многочлен относится к нлассу возврат­
ных многочленов. Дадим общее определение. Многочлен 

Pn (х) = а 0хп + а 1хп-1 + ... + an 

называется nоsвратны~1, если последовательность его ко-

3ффициснтов обладает зеркальной симметрией: а0 = an, 
а1 = ап-1, ..• 

Рецепт использовапип симметрии при работе с воз­
Dратными многочленами основан на следующей теореме. 

1. Всякий возвратный миогоч:лен ·нечетной степени 
Р2п+1 (х) делится беа остатна на х + 1, причем частное 
от деления является возвратным многочленом четной 
степепи Р211 (х). 

2. Всякий возвратный многочлен четной степени P2 n (х) 
представим в лиде P2n (х) = x 11Q (а), где сх = х + 1/х, 
а Q (а) - м:ногоч.т~ен степени п. 

С помощью этой теоремы задачу о 1rахо1н:дении :норней 
:многочлена степени 2п + 1 моашо свести н той же задаче 
для многочлена степени п. Это и Gыдо сде.1ано. 

Методы, использующие идею симметрии, помогают 
решать не тольно шно.rrьные задачи. Они находят 11ри­
:менение при решении важных практических задач. Оста­
нови~iС.Я на одном примере, отпосящемея 1\ :\Юделированшо 

гетероrе1шо-каталитичеених процессов в неидеальных сис­

темах. 

Многие важные химичес:иие реакц1ш происходят в га­
зовой фаае либо с низкой споростью, либо с низним вы­
ходом полезных продунтов. Осущестш1ение реакции на 
поверхности катализатора, обладающего нужными свой­
ствами, позволяет уснорить реа:кцию и повысить выход 

nо.1езных продуRтов. Поэтому гетерогенный катализ в на­
стоящее время состав.:шет основу химического производ­

сп1а. Оптимизация проведения ната.rтитических реакций 
невозможна без детальных знаний о взаимодействии ато­
:моu и мо.ттенул на поверхности катализатора. Такие 
знания могут быть получены со всей полнотой па пути 



сбалансированного сочетаню1 средств натурного экспе­

ри~шнта и математичесноrо м:оделировавия на ЭВМ. 
Основу широноrо нласса неидоа.1ьных моделей, учп­

тывающих вэаимодействие адсорбированных чаети:ц, ео­
ставллет система дифференциальных алгебраичесrшх урав­
нений сдедующего вида: 

d0. af- = !F i (81, ... , в,, gll• .. "gss• а), i = 1, s - 1, (1) 

s 

~ gи = ei, 
j=L 

(2) 

i= r:s, 
где rij - си:ш.н~тричесн .... ая матрица разиерности s Х 8, 

описывающая вааимодеиствие между частицами, адсорби­
рованными поверхностью натали:затора; а - вектор па­

раметров, к которым, u частности, отвося:тся температуrа 
поверхности каталиватора и парциальные давления ком­

понент газовой фазы; ei, glj - неизвестные, по;::~;лен~ащие 
определению, число ноторых равно s + s2 ; s - 1 - число 
ко:\-шонент газовой фазы. 

Отметим, что при отсутствии вваюю;:~;ейетвий (ru = 1) 
rгак называемая идеальнан моде."Iь содержит всего s - 1 
уравнение: 

S-1 S-1 

d~/ =.ri(ei, ... ,1- ,Eej,e~, ... ,(t- .L/'1)2,a), 
j=1 j=l 

i=l,s-t. (3) 

Хорошо известны трудности математического l\Юдели­
рованил гетерогенно-каталитических процессов на основе 

1щенльных моделей. Трудности обусловлены в основно~r 
нелинейностью и большой раамерпостыо систем уравне­
ний, сильным различием характерных времен протекания 
различных стадий процесса. В с.тучае моделей, эффективно 
учитывающих вааи.модействие на мпкроуровнс, трудности 
возрастают. Существенным образом усиливается нели­
нейность, возрастает раюшрность уравнений, появ.1нетс11 
большое число дополнительных внутренних параметров 
модели, учитывающих взаимодействие между частицами 
различных сортов. 

Для: создания надежных и :эффектиnных алгоритмов 
решешш такого рода задач: необходимо использовать весь 
nрсенал математических средств. Остановимся всего :~ишь 
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па одном: .круге вопросов. Н:ак иэбавитьсл от «проклятья_ 
размериостю> в рассматриваемой математической модели? 
Нельsя ли уменьшить число неизвестных в неидеальной 
модели? Получить поло;тrтельный отпет на интересую­
щие нас nопросы мшшю, сели использовать СИ:.\IМетрию 

подсистемы алгебраических связей (2). 
Основная идея за:ключаетсл в ТО:.\!, чтобы ввести ноnые 

переменные Ун i = 1, s - 1, для которых нелинейные 
сnлзи удовлетворяются тоащественно, а линейные опре­

;:~.е.1ят зависи.мость меж,;::~;у 1юnыми пере~rенныии и ис:ио­

:\IЫ!\IИ неизвестными ei, gu. Методы, использующие идею 
с1пrметрии дают не единственное. решение. Остановимся 
лишь на одно:и nоз:'lrоашом варианте ноnых переменных. 

Ес.'Iи у 1 введены так, что справедливы равенства 

g~$ = qr;qr-i, 8s = 'Vs чr-i, g is = Yi 'У в чr-1 , ei = Yi Ч' t qr-1, 

S-1 S-1 

gij = YiY/'ijчr-1 • 'У= 1 - 2i ~ (1 - ru) YiYj1 
i=l j=l 

S-1 S-1 

Ч's=1- ~Yi• 'l'i=1- ~Y1('1-ru),O~Yt<1, 
i=l j=1 

----
i=1,s-1, 

то в переменных Yi исходная система ураuш:ший 11рини­
мает вид: 

:, (yi'l'iЧ!- 1 )=Fi(Ys•····Ys-i)· (4) 

Система (L..1:) содержит nc.ero :шшь s - 1 уравпенис, 
1·. е. сто~-.ыш, сколько их у идеальной модели (3). 

Итак, исполЬ3оnание симметрии привело к неулу11-
1ш1емому лонишению размерности: системы уравнений (1), 
(2). Вместо исходных s + s2 уравнений щщсJ решать neero 
лить s - 1. Для систом с большим числом неизuестных 
выигрыш сущестненный. Так, для системы, содержащей 
всего десять номпонент, надо решать десять уравнений, 

а не сто тридцать два. JЗремн расчетов на ЭВМ сон:ращается 
на порндон. 

А сейчас от алгебраических систем перейдем .к обык-
новенным дифференцпа."Iьньн..1 ~·равнениям. 

Симметрня 

в обыкновенных дифференциальных уравнен111ях 

Симмотрин позволнет унростить процесс решения по 
толыю а.1гебраичос.ких уравнений. Методы, исполь3ую­

щис идею симмс1рии, давно и с успех.ом применн.ются 
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nрп исследовании обьпшовенпых дифференциа:1ьных урав­
нений. Рассмотрим дифференциальное уравнение первого 
порядна 

dy!dx = F (х, у), (5) 

» :котором функция двух переменных F (х, у) определена 
в некоторой области G п:юскости х, у. Неизвестной лв.1л­
етсн завлсимость ме11щу переменны~ш х и у. Запись (5) 
определяет в облас.ти: G однопараметрическое семейство 
·интегральных нривых 'l' (х, у, с) = О (здесь с - параиетр 
семейства, <mомер>' интегральной кривой), таких, что 
в .нашдой точке р тангенс угла нан.rтона касательной равен 
значению функции F в этой точке. 

Ураnпенис (5) nвш1етсп основой: математ:ичес1шх мо­
делей многих процессов, происходящих :в приро,;J.е. Сюда 
относятся, например, истечение жидкости из сосуда, 

растворение, рост бактерий, радиоактивный распад и :мно· 
гис другие процессы. В зависимости от целей мате:\rатп· 
чесноrо моделирования: для уравнения: (5) ставится. опре· 
деленная задача. Например, задаtrа Коши: найти интеr" 
ральную I\ривую, удовлетворлющую уравнению (5) и про-. 
ходящую через заданную точн:у х0 , у0 шюсности (х, у). 

Значение параметра с находится с помощью допол­
нительной информации, содерншщейся n услоnии задачи. 
Для определения с решают уравнение qr (х0 , у0 , с) = О, 
(К.ЛИ, нонечно, известен явный вид функции W (х, у, с). 

Сразу же отметим, что подавляющее большинство 
дифференциа.Тiьных уравнений невозможно решить в пз­
вестных элемептарных функциях, n то времн .когда из­
вестно, что уравнепис имеет решение. Эта ситуация имеет 
общий характер. Единственным 1юпстру-нтивным способом 
отысхашrп решения задачи длн дифференциальных урав­
нений общего nида нвляется вычислите.ттьный алгоритм. 
Одшшо перед чис:1епны:\r решение~~ задач всегда следует 
проnести исследования с помощью качественной теории. 

Верне:мсл к основной теме и рассмотрим неснолько 
примеров «простой)> структуры правой части уравнения 

(5 ). Наша цель - показать связь «простоты~> с симмет­
рией и возможностью представления решения в виде 
интеrра.т~а. Матсматини говорят, trтo в этом случае урав­
нение интегрируется в квадратурах. 

Пусть праваfl часть уравнения (5) завпепт лишь от 
независимой переменной х и пс зависит от у: 

dy/dx = F (х). 
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В этом случае решение уравиени.11 nредставимо в вице 
х 

У= S J(~)a; +с. (7) 
о 

Нак связана возможность представп:ения решения в ви­
де квадратуры с симметрией уравнения (6)? Если мы в (G) 
вместо у подставим у* = у + а, где а - произвольная 
постоянная, то правая часть (6) не изменится. Другими 
словами, преобразование у* = у + а, х* = х не меняет 
правую часть уравнения (6). При атом преобразовании 
не меняется и левая часть уравнения. Действите.11ьно, 
dy* = dy, dx* = dx, dy*/dx* = dyldx. Мы стол:кнулпсь 
с простейшим свойством симметрии: дифференциального 
уравнения: уравнение (6) инвариантно относительно пре­
образования сдвига. При тамом преобразовании всякая 
интегральная 1-\ривая уравнения (tJ) :может быть полу­
чена из любой интегралhной нрпnой того ше уравнения 
едnигом вдоль оси у. Иначе говоря, преобразоnание сдnи-
1·а переводит одно решение уравнения в дру1·ое его реше­

ние. 

Рас.смотрим чуть более сложное уравнение 

dg/dx = F (ах + ~у), (8) 

где а =/=:: О, ~ =F- О - заданные постоянные. Правая часть 
(8) зависит от комбинации схх + ~У кан «единого целоr01> 1 
позто:му если ~..1ы сделаем сдвиг по х и у соrласоnаппо, 

так, чтобы ах* + ~у* = ах + ~у, то уравнение (8) ос­
таrrется 11еиэменным (величина проиаводной dy/dx не ме­
няотея при преобразонании сдвига). 

Представи:-..1 преобразование сдвига в виде у* = у + а, 
х* = х + Ь, тогда из условия неиэменноспr величины 
ах + ~У легко получить, 1lТО аа = -Ь~, или Ь = 
= -(а/~)а, где а может быть проr1звольной величиной. 

Инвариантность (каи мы теперь видим, это и есть 
нроявление симметрии) уравнения (8) относительно пре­
о(iрааова:ния у* = у + а 1 х* = х - (а/~)а связана е nоз­
можnостью представления рсшениn n ви;'(е кnадратуры. 

Действитюъно, сделав замену переменных z (х) = ах + 
+ ~у (х) 1 получим уравнение dz/dx = а + ~р (z). Пе-

ре.ненные х и z разделяются: dx = а.+ ~2F (z) . Проинтеr­
РI1ровав обе части этого уравнения (если зто возможно) 
11 вернувшись к переменной у 1 получаем решение в виде 
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формуJ1ы. йыражение z = ах + ~у является '(блоком 
в орнаменте}> данного матеl'tатическогn объ~к'Га. 

Рассмотрии уравнение 

dyldx = F (у!х). (9) 

f\ан и в предшествующем примере, правая часть урав­
нения (9) зависит от двух переменных х и у. Можно :rи 
в нем: также выделить бло:к? Таким- бло.ком является вы­
ражение у)х. Вво;t.н новую переменную z (х) = у (х)/х, 
получаем уравнение с «разделлющимися~> переменными 

dx!x = dz!(F (z) - z). 

Его решение представи:мо в виде квадратуры. 
Попробуем угадать преобразования, не меняющие 

ураввение (9). Иэ вида правой части ясно, что одипаrю­
вое растяжение переменных х и у (у* = ау, х* = ах) 
не меняет правую часть. Дифференциа.11ы переменных 
х и у подвергнутся растя:жснию dy* = ady, dx* = adx, 
а производная оетанется неизменной: dy*/dx* = dyidx. 
Иными словами, уназаnное преобразование растяжепин 
перв:\~енных переводит уравнение (9) в точно такое же 
урнnнение dy*/dx* = Р (у*/х*). В этом: случае rоворН1', 
что уравнение инвариантно относительно указанных пре­

образований или что оно доnуснает эти преобразования. 
Читатель утс, наверное, заметил, что в наащом прп­

меро с целью представ.1сюrн решения н виде квадратуры 

мы делаем аа:\1ену переменных {выделяем б.1ои), приче;\1 
в hачестве поnой перем:енной выбi:rрае:\t такую величину, 
которая не меняется при преобразованиях, допускаемых 
дифференциальными уравнениями. Такие величины на­
зываются ИJJвариантами. 

Инвариантом для уравнения (8) при преобразованшt 
((Согласованноr0>) сдвига оRазалась ве.1ичпна z = ах ---;- ~у; 
инвариантом длн уравнения (9) при преобразованип рас· 
тяжеnип у* = ау, х* = ах - величина у!х. 

Найти инвариант для уравнения при известных про· 
образованиях нееложно. Надо исключить произвольную 
постоянную и привести полученное равенство к таному 

виду, когда <то вые» переменные х*, у* стоят с одной 
стороны равенстваt а «старые» х, у - с другой. 

Во всех рассмотренных нами примерах преобраэова­
нин, допускаемые уравненюrми 1 были угаданы. Это ос­
тавляет известное чувство неудовлетворения. Как, на~ 
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пример, доrадатьел, что уравнение ~~ х (у + ln х) =у 
доnуснает преобразование 

у* = У~ х* = х ехр (ау)? 

Свлзь инвариантности дифференциальных ураnненпй 
относительно преобразований пере:\rенных (это н:ачество 
часто называют симметрией дифференциальных уравне­
ний) с их интегрируемостью бы.'Iа замечена давно. По­
строить теорию преобразоuаний, теорию, вылившуюся 
в целый раздел :мате~rатиии~ удалось выдающемуся нор­

нтн:скому математиl\у Софусу Ли (1842-1899 ). С. Ли 
11спользовал для этих целей понятие группы. Синтез ал­
гебраических идей: с идеями анализа привел С. Ли (его 
rаботы относятся к последпей трети прошлоrо века) 
н созданию теории, называемой сейчас теорией групп Ли. 

Теория 11епрерыш1ых групп (групп Jlи) представляет 
собой широное направлсfше n матсматиRе. Она о:каза.~:а 
г.т1убоноо влияние на развитие теории дифференциальных 
уравнений, алгебры, оснований геометрии, топологии 
п теоретичес.кой физики. Здось пас будет интересовать 
крут идей, связанных с пршющ:ением: групп Ли к диф­
ференциалr.пьп.1 уравнениям, то, что называется: сейчас 
групповым анализом дифференциальных уравнений. 

По~шмо ncero прочего, С. Ли был разработан новый 
математический аппарат ~ аппарат бес.ионечЕю малых (ин­
финитезимальных) nреобрnзований. Анализ бесконечно 
малых преобразоnаний можно нполне сравнить с разра­
ботанным Ньютоном анализт.1 <{бесконечно малых)>, т. е. 
ди фференци:а;~ьным: исчислением. 

Работы С. Ли трудно оценить. Нак метно заметил 
один советсний математик, положение напоминает си­

rуацию в геологоразведке: иенали золото, а нашли нефть. 
Общую теорию интегрирования произвольных систем 
дифференциальных уравшший: создать не удалось, однако 
резу.ilътаты превзошли все ожидания. И не пытаясь оце­
нит& значение работ С. Ли, заме1·и!\1, qто их uepenoд на 
русский язын п издание были бы актуальны и сейчас. 



2. ИНВАРИАНТНОСТЬ ПРИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ -
УНИВЕРСАЛЬНЫЙ ОБРАЗ СИММЕТРИИ 

Всн:tшй раз, ноrда oal\J приходится: И:\1сть дeJ1Q 
с нехоторым объектом, наделенным стру.нтурой, 
попытайтt>сь опре~слuть ... преобразования:, ОСI'ав­
ллющие uсэ и3менешш нес структурные соотно­
IПсни;1. Вы можете рассqитывать на то, •по на 
sтом пути вам уцастсл глубоко проюшнуть по 
внутреннее сrросние оuъента. 

Г. Вей.~ъ. Симметрия 

В этом раэдеде излагаются неноторые элементы теории 
групп Ли nреобразоnани.й. Существуют и другие опре­
де.11ения симметрии п методы ее nспользования, однако 

13 отличие от них методика С. Ли обладает универсаль­
ностью. Она применима к любым систе~Ш~[ независимо 
от вида нелинейности, чи:ела уравнений1 порядка про­
изводных и поэтому засJ1уашвает особого внимания. 

Центральными понятиями этого рааде.1а являются 
•лональпал однопараметрическая группа», <iинфинитеаи" 
мальnый оператор», «ипвариант». С помощью понятий 
«группа» и «инфинитезимальный оператор» удается уста­
новить ведущие элементы в орнаменте математического 

объекта. Таким11 ведущими вле~~ентами являются инва­
рианты. При этом законы повторяемости Jзедущих элемеп­
t~'UВ в орнаменте описываются группой: nреобразовапий, 

Однопараметр1-1ческая непрерывная гpynna 
преобразований 

Нам просто представить двюкепие любого предмета 
J) трехмерном пространстве, в котором мы живем. Школь­
п1ш легко оперирует понятию.ш «вектор», «лучi), «траек· 

'Iорин точ1ш», «непрврывносты, <ш.оординаты». Здесь нам 
1юнадобится nространсrво N намерений (трех мало)1 
в 1;отором точкахимеет.IУ ноординатt т. е. х= (х1, х2 , х3 , ." 
• .. , xN). 

Рассмотрим преобразование точен. EN (]\/-мерное еnк· 
лидово nростравство), переводящее :каждую точну х Е Е9 

с ноорцината:ми (х1 , х2, ••• , xN) в точиу х* Е EN с коор­
дилатами (х1 *, х2*, , .. , xN*). Пусть это преобразование 
задано n виде 

х* = f (х, а). (tO) 

3дес.ь х* и / - N-мерные венторы, ко~орые .. да.11ее выде--
11111 ь не будем, или покоординатJ!О xi* = Г (х1, х\ .• • 
~ .. , xN, а), i = 1, .•. , N, где /' - гладкие фующии; 
а - некоторый параметр (вещественное число), Обозвв.· . 
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чим такое преобразование через Та: Т 0х = х*. Заданием 
формулы (10) мы определили целое семейство (мноп~ество) 
т:реобразований. При фиксированных fi разные значения 
r1араметра а дают разные преобравования. Будем считать 
nреобразо-вания обратимыми, т. е. для каждого прrоб-

рааованил Та найдется обратное ему Т~1, возвращающее 
точку х* на прежнее место х : х = т;Jх* для любой точ" 
f\И Х. 

Д.,-я преобразований Та определим операцию умно­
;1\енил П."IИ суперповпцию. Последовательное прим:енение 
преобразований Та и Ть называется операцией умножения 
нреобразований. Формула х** = Ть· Тах означает ре­
зультат действия на точку х неRотороrо преобразования 
Та 1 а затем Ть. Предполагается, что операция умножения 
преобразований ассоциативна, так же как ассоциативно 
У\ШОшение обычных чисе.ч:: 

Та (ТьТс)=(ТаТt) Те. 

В качестве простого «бытового)) примера., иллюстри~ 
рующего это важное пошrтие, всnоi\mите ваше движенпе 

:ю лестнице. Пусть каждый шаr по ступенънам:....;.. это 
r1реобразование», перемещающее вас в пространстве. 
l'огда ясно, что вы попадаете в одно и то же место, если 
сначала сделаете шаг через две ступеныш, а потом nод­

пимитссь еще на од;ну или сделаете это наоборот - сначала 
на одну, а потом - на две. Об это~~ и говорит условие 
ассоцлативности. Но здесь мы рассматриваем непрерыв­
ные преобразования, а движепие по лестнице - дискрет­
ное, вы пе ь.южете подняться, сRажем, на полторы ступень­

JШ. Представьте теперь тоже самое движение, но на эсиа­
:1аторе. ТаБ.ое движение та:кже обладает ассоциативностью, 
111> теперь уже есть непрерывность преобразования. Есть 
11 аналог параметра - в качестве него мощно выбрать, 
например, расстояние, па ноторос вы переместились, 

t' тоя па эсналаторе. 

Но вернемся н более строгим понятиям, которые Н[..М 
нонадобятсн длн дальнейшего. 

Дадим теперь основное определение этого раздела. 
Ilусть параметр а, яв.тrяющпйсн «управляющим» в семей­
<' 1 ве преобразований х* = f (х, а) 1 :измена:ется в нено~ 
'nipoм интервале Л вещественной оси. 

Семейство преобразований {Та} называется .ttoкa.tыtoй 
ос7нопараметрич,еской группой ли преобразований! если 

1) n интервале Л существует единственное значение 
nараметра а0 , такое, что Та, - тонществопnое nреобразо ... 
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ваиие, т. е. точки х остаются на месте: 

а: = Та0Х; 

2) существует окрестность точки а 0 , такая, что ::\Лл 
nюбых а, Ь из втой окрестности 

rде с = с (а, Ь) - достаточно гладкая: фуннция; 
3) Д.'IЛ любого параметра а из онресrности а0 сущест. 

вует вначение парам:етра Ь = а- 1 , такое, которое дает 
обратное н Та преобразование (Та)-1 = Та-'· Однопара. 
метрическую группу буде:\r обозначать G1 • 

((Главное» групповое свайство (оно нааывается .т~ов:аль· 
ной зашшутостью относительно умножения) состоит н еле-. 
дующе;\[. Пусть на некоторую 1·очку х действует преоб· 
раэование 

Та : х* = f ( х, а). 

Подействуем на х* преобразованием Ть: 

а:** = f (х*, Ь) = f (j (х, а), Ь). 

В результате мы получи:ли суперпозицию преобразо:. 
nаний Та и Ть. Функциа Г порождают группу Ли пре· 
образований. Это означает, что выражение f (f (х, а), Ь), 
завислщее от двух параметров 1 можно преобразовать 
к виду f (х, с) с, некоторым значением уже одного парамет­
ра с= с (а, Ь) (рис. 2). Группы преобразований присутст­
вуют всюду, rде можно вместо двух шагов сде.~ать один, 

наn в нашем примере е .тrестницей. Группы Ли - это 
непрерывные движения {вспомните вскалатор), у которых 
есть тождественное преобразование (эскалатор стоит), 
а произведение и обращение преобразований определены 
пишь для преобразований, достаточно близних н. тождест­
вепном.у, - поэтому во всех определениях присутствует 

слово «.11ональвый>}. Онааыnается, в любой одноnара­
метрической группе G1 можно так ввести параметр а, 
что с (а, Ь) = а + Ь. (Пример такой замены парюrетра 
будет .n;ан нише.) Из этого еледует перестановочность 
преобразований: ТьТа = Та ... ь = Ть+а = ТаТь. Таюш 
образом, группа - это множество преобразований с опе­
рацией, наделепной «хорошими евойства~ш». 

Приведем простейшие примеры групп G1• 

1. Операция переноса (сдвиг) на мношестве вещеrт­
nенных чисел: х* = х +а, адесь N = 1, Л = (-оо, +оо),. 

но 



r* = х + (а + Ь), с = а + Ь. При а = О получаем: тож­
J.ес1венное преобразование. 

2. Операция растюненил на вещественной оси: 

х* = еах, Л = (-оо, +оо), а0 =О, N = 1. 

;1. Вращение (поворот) плоскости (х, у); 

х* = х cos а - у sin а, 

у* = х sin а + у cos а, 

Л = (-л, :rr). а() = О, [\/ = 2. 

Приведем пример преобразования, не образующего 
группу Ли: х* = х + а, у* = у + а2 • Лешо убедиться 1 
что здесь нарушено главное групповое свойство. 

Итак, мы знаем, в наних с.Тiучаях преобра3опаrrпя 
xi* = fi (х, а) задают лональную группу Ли преобразо-

.r* 

·{;~i 

r~z•• 
t: 

Рис. 2 

ванпй. Введеl':1 теперь некоторые вспомогательные функ-

ции ~i (х) = дft ~х, а) 1 , однозначно вычисляемые по 
а а=О 

fi (х, а). Фуннции ~ 1 (х), s2 (х), ... , ~N (х) можно рас-
сматривать нак вектор ~ (х). Он нааыDастся касательным 
векторным полем. (Почему он так называете-я, станет 
ясным чуть поаше.) Рассмотрим систему N уравнений 
(уравнения Ли): 

dfilda = ~i (!), i = 1, •. '! Ni (11) 

с начальными условиями 

/i la=o = xi. (12) 

Обратим ш1иl\шние, что функции ;i определяются нс 
в точке х, а в точие j (х, а). Система (Н) ---:- система 
обьшновенных дифференциальных уравнений, xi - явля­
ются ее параметрами, f = f (х, а) - решением. 

Для задачи (11) 1 (12) справедлива теорема С. Ли: 
функции / 1 (х, а), задающие группу G1, удовлетворяют 
уравнениям (11) с начальными услонинми (12), и обратно,: 
;:J,~lЯ любых (дОСТаТОЧНО ГЛ3ДНИХ) фуНIЩИЙ Si (х) решение 
Г (х1 а) задачи (Н)1 (t2) определяет группу G1. 



Эта теорема утвер:нщает взаимно-однозначnую r,вл 3ъ 
груl)nы G1, эаданной формулами _преобразован~1й х 1 * ~ 
= (" (х, а) с набором функций ~t (х): G1 н {~i (х)}. Иэ 
этого, в частности, с;~едует, что локаJ1ъную группу Ли 

преобразований строить очень просто - надо запастись 
любъа1 наборо~1 функций ~i (х) и, решив эцачу (1:1), (12) 
(как правило, это просто сделать), ~айти функции /i (х, а). 
вадающие преобразования точе:к xi. Пусть, например, ~i 
представляют собой набор нонстант: ~ = (ЛL, ! . .21 •• "J. !"~\ 
~i = const. 'Уравнения Ли будут тановы: 

dfi/da = ').}, ii la=o = Xi1 i = i, 2, ... , N . 

. Рещение очевидно: fi (~, а)= _xi + )"ia. Найденные по 
;~ == Л i преобразования xi* = xi + ').}а в EN представля­
ют собой перенос вдоль ве~тора Л = (Л1, Л.2 , ••• , ЛN). 

Смысл соответствия {s' (х)} ~ G1 означает следующее. 
Под действие~~ преобразования Та: х* = f (х, а) при из· 
менении пара~1етра а точна х описывает некоторую траек· 

торию. Теорема С. Ли говорит о том, что для описания 
0той траеRтории доС'l'аточно знать насательную в нача.1ь­
ной точке х (рис. 3). 

Вместо набора фующий ~1 (х), вадающих группу пре" 
обраsований G1, восподьэуемся линейны~~ дифференциалъ· 
ным оператором; 

N 

Х= ~6i(x)~. 
~ дх1 
i=l; 

Для ео1-\ращенил ваписи внан суммы ~1ы будем, 1~аи 
l:)TO всегда делается, опускатьJ подразумевая суммирова· 

ние по повторяющимся индексам. Например., введенный 

оператор будем писать так: Х = ~i (х) ~. Этот опера· 
axi . 

тор, называемый инфинитеаимальны.ч оператором еру 
пы G11 взаимно-однозначно связан с функциями 61 (.t 
(которые называются его координатами), а 3начит.1 п с 
группой G1.: G1. +---)> Х. Приведем примеры вычисления опе­
раторов Х по формулам преобразований. 

1, Преобразование переноса в EN вдо:rь веиторе 
(f..11 ••• ' Л·IV): 

cri* = xi + Л.iа, t = 1, .. •1 N, 
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2. Преобразование растяжения в EN~ 

xi* = /1axi, /,} = const, 

si (х) = f.}xi, х = J.}xi ~. 
дх~ 

:1. Вращение в плоскости (х, у):· 

х* = х cos а - у sin а, 

у* = х s in а + у cos а, 

Sl =-у, ;2 =Х, Х =-у.!_ +х ~ 
дх ду • 

Читатель беа труда нарисует картинки для иллюстра" 
ции преобразований, фигурирующих n первых дnух при" 
мерах при N = 2, т. е. преобразования в плоскости. 

Также очевидна и :картинка для третьего примера 
(рис.. 4). 

Упомянутая аамена, приводящая однопараметр11че-
скую группу в группу nереносон, д.1я группы вращений~ 
как легко догадаться, - это переход n полярные коорди-
наты r = V х2 + у2 , ер = arc tg (у/х). Пос.тrе такой заме-
1и преобразование группы будет r* = r, <р* = <р + a.i; 
;1 оператор Х = д/дср. 

Инварианты группы nреобразован~.tй 

Мы рас.сматриваем преобразования Та : х* = f (х, а)11 
lt•itствующие на точни пространства EN. Пусть теперь 
:J;щана некоторая функция F (х) = Р (xt, ..•. , xN). :Как 
Нl}Iеннется функция F (х), когда точна х подвергается 

Преобра3оnанию та? По определению IIOJlaraют т aF (х) = 
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= F (Тах), т. е. действие Та роспространяетсн на i:lpry. 
11rент фун:кцип F (х). Фушщия f' (х'") зависит не только 
от х, но и от группового параметра а. Ее производная 

по а н точке а = О (напощшм, что ;i (х) = ;;--дх1• 1 ) 
иа а=о 

равна: 

.!!._ Т F ( ) [ _ aF (х*) дхi* · \ _ :r::i ( ) дF (х) _ vp ( ·) 
d а Х а=О - i* д - '::. Х i -л Х , 
а д:с а а=о iJx 

Аналогично получим выражение д.1я п-й ироизводной 
от F (х) {при достаточной гладкости F (х)): 

d(n) р ( х*) 1 r(n) 
(п) =Х F(x), 

da 1:1=0 

где X<n) - это инфинитезимальный оператор, применен­
ный п раз. Значит, главная линейная часть изменения 
F (х) при преобразованиях Та Е G1 в точ:ке а = О опре­
деляется оператором Х: 

F (х*) - F (х) = (XF (х)) а + О (а). 
Этот оператор потому и называется инфи1-tитезималь­

пым,, что он дает бескопеч,но .~алое преобразование. Функ­
ция F (х) называется инварианто.м, группы G1, если она 
не меняется под действием любого преобразования 

Та Е G1, т. е. 

F (Т0х) = F (х). 

Проверять это условие д.'IЯ достаточно сложных фупи­
ций F (х) и прообразований х* = f (х, а) очень неудобно. 
Оказывается, что критерий иивариантности функцпи 
Р (х) выглядит очень просто при использопашп1 оператора 
группы Х. Необходимым и достаточныJ\I условием инна­
риинтности функции F (х) нв.пяется сле;:~;ующее: Х Р (х) = 
= О. Это -Jшнейное уравнение в частных производных 
nepuoгo порядка: 

. дF 
~ 1 (х)-. =0. 

дх' 

Изnеетно, что у пего существует 1\t' - 1 фуннционалъ­
по независимое решение: F (х) = zт. {х), 't = 1, 21 ••• 

. . . , N - 1. Ясно, что если взять любую диффере1щи­
руемую функцию 1 = Ф (/1, /2, ... , JN-1), то неднчи­
на I тоже будет инвариантом. Таним образом, набор инва· 
рианrов 11 (x)i •• ,1 JN-1 (х) опре.:.~.е.т1яется неоднозначно" 



их можно комбинировать и выбирать наибо.тrее ~удобную 
форму~. Заметим еще, что критерий инвариантности 
Х F = О представляет собой равенство нулю ска.'Iярной 
ве.1пчпны, не меняющейся при переходе к другой систе:мо 
1:оордиюп. 

IIриведе:м примеры построения инвариантов группы G1• 

1. Преобразование переноса вдоль вектора (Л.1, .•. 
• • ·~ '),N): xi* = х 1 + Л1 а. Для нахождения инвариантов 

~южно решать уравнение 'Лi дF (~) =О, но мы восnоль­
ах~ 

зуемся уже знакомым нам: приемом из разд. 1- исилю­
чим из формул конечных преобразований параметр а: 

(xi* - хi)/Л} = (x(i+l)* - zi+I)/f...i+t, i = 1, ... , N - 1. 

Отсюда ясен вид инвариантов: 

li = xi+ij./,.,i+I - x1/).i, i = 1, ... , N - 1. 

2. Для преобразования вращения в плоскости (х, у) 
д () 

с оператором Х = - у-8- + х -~- мошно догадаться, ч.то 
х rJy .. 

инвариантом (N - 1 = 1) будет недичина 1 = х2 + у2• 
Пусть теперь в EN задано некоторое множество точек 

с помощью уравнений Фа (х) =О, а = 1, .. '·' А, кото­
рое мы будем называть многообразием и обозначать бу:к­
nой ~- Ясно, что если это многообразие задается с по­
мощью июзариантов J-r (х) группы G1: 

Фа (1 1 (х), .• , 1 ]N-1 (х)) = О, 

то оно будет инвариан.тны.ч отн.осительно G1 м1-игообра­
зием, т. е. любая точ:ка х, принадлежащая: этому много­
образию, под действием любого преобразования Та Е G1 
переходит в точку 1·ого ше "шогообразия. Примеры таких 
инвариантных многообразий читате.1ь найдет без труда. 
А как быть, если многообразие пе аадано с nо:мощью 
инвариантов группы G1? Оиазываетсп, что в этом случае 
нритерий инвариантности многообразия s.m: Фа. (х) = О, 
а = 1, ... , А, то·ше очс11ь просто JJырашаетс.я с, по.мощью 
оператора группы G1 : 

ХФ« (х) ]9Jt =О, а = 1, ... , А. 

Смыс.'1 этого требования ясен - бесконечно малое пе­
ре~шщение точек многообразия дошнно равняться нулю. 
Поснольку это условие и достаточно и 1tеобходимо, то 

· его можно использовать ДJIЯ нахоащспия группы преоб­
разований, допускаемой неноторой системой алгебраиче-



ских уравнений. Действительно, если наи аадана конирет­
нал система уравнений Фа (х) = О, то, записав нритеfий 
инвариантности с неизвестными нам координатами ; (х) 
оператора Х: 

i дФа: 1 s(x)-i =0, а.=1, ... ,Л, 
дх Фu=О 

и решив этrr уравнения относительно ~ 1 (.r), мы найдем 
допустимый оператор Х1 т. е. группу GL. 

Приве;J,енnый критерий инвариантности :\Шоrообра-
3ия - основа техники группового анализа, с поиощью 

которой отыскивается группа преобразований, допус-кае­
мая той или иной с11стююй уравнений. 

Если система уравнений: Фа (х) = О задана с nо:\ющью 
инвариантов группы G1, то, очевидно, эта система 3адает 
некоторое инвариантное многообразие в EN. Оказывается, 
в неI<отором смысле верно и обратное: если Фrл (х) = О 
задает инвариантное гладкое мноrообрааие, то оно м:оншr 
быть представлено через инварианты группы G11 т. е. его 
можно запис.ать в виде Фа (х) = О, где Фа (х) - инва­
рианты G1• Эта теорема об инвариактном представлении 
имариантн.ых многообразий представляет собоf1 централь­
ный момент при испо.1.ьзованил свойств симметрии, рас­
сматриваемойf например, при построении инвариантных 
решений, о которых речь пойдет ниже. 

Группы преобразований, 
допускаемые дифференциальными уравнениями 

Чтобы перейти к изучению си:мметрии дифференциаль-
ных уравненпй относительно рассматриваемых преобразо­
ваний~. нам нужно знать, кан 1\[еняютсл производные 
функций при таних преобразованиях. 

Пусть в EN _координаты неиоторой точки делятся на 
«независимые)> х\ i = t, .. •t п < N 1 и «зависимые» (или 
дифференциальные) переменные и1' 1 k = 1, .•. , т,, т + 
+ п = N. 

IJ-усть аадана группа G1 преобразований вид<l х1 * --
= Г (х, и, а), uk* = gк (х, и, а) с оператором 
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х = ti _!!_, _J " а · - 1 · k 1 ~ axi г У} би" ' i - ' •.. , п, = 1 ••• , т. 

Введем новые nе.1ичины - частные производные от uk: 

" ди~ 
иi=-., i=1, ... 1 n; k=1J. ... 1 m: 

дх1 



П ростравство EN, N = N + тп называется продол­
женным: (по отношению R EN) пространством. В нем точка 

. k k 
имеет координаты (х\ и , щ ). Продо.1rненная группа пре-
образований С 1 от.т~ичаеrсл от исходной группы G1 наличи­
ем дополнительных формул для преобразования произ­
водных: 

k* " ( i k k . 1 1 ui = Ч'i х, и , Ui, а), i = , ... , п; k = , ... , т. 
Продолженный оператор группы С 1 будет иметь вид: 

k а 11: ач~~ ! Х = Х + ~i -" , t'де ~i = -д- . 
дui ~ а а=О 

Несложные вычисления позволяют найти выражение 

цля :координат ~~: 

~~ = 811~ + вчk uf - иJ ( в;~ + иl 8~j ) , -
дхt диl дх~ ди 1 

(13) 

:которое, sа~1етим, линейно и однородно относительно пер­
вых производных от :координат исходного (неnродолжен­
ного) оператора Х. Введем сщ~ оператор полного диффе­
ренцирования по переменной xi: 

Di = ~ + u.f _а_ . 
ах1 дик 

(14) 

С помощью этого оператора формулы (2) приобретут 
компа:ктный вид: 

~~ = Di ('!)k) - иf Di (f3), 

(15) 

i = 1" •• ·.1 п; j = 1, ••. , т. 

Таким образом, исходя из rруипы G1 мш1шо получить 

группу преобразований {J.1 в пространстве EN точек (х, 
ut и). Знаном <(1>) обозначается соnо:купность первых про-

1 k 

изводных и= { диi } • Введенный оператор D i и форму-
] д:r 

лы для координат ~~ позволяют {<Забыты>,, юшие переl\rен­
нью 3ави.симые, накис - независимые, а н.а:кие янJшются 

производными от зависимых переменных по независимым. 

В самом деле, n пространстве точек (х, и, и) мы рассмат-
1 

рпваю.[ группу С 1 точ,ечных преобразованийJ. заданную опе-
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раторо:\-1.: 

х _ ... i а + 1с а 1 ~k :э 
-1: --. 11 --/t т ~i --. 1 

~ axi · ди диf 

Где RООрдината ~~ ОТ . .lИ:ЧаеТСЯ ОТ Si И 1')!С ЛИШЬ тем, ЧТО ОЮ1 
вычисляется по стандартным формулам продолжения (15) 
Через 6i и 11". В этом моменте один из оснuвных «фокусов~} 
Группового ана;ш:за, поскольку группа С1 продолжен-

ных преобразованиfr в продолженном пространстве EN 
позволяет рассматривать дифференциальные уравнения 
I< ан а.пебраиqеские, исследовать их сиыметрию так те, 
н ан си~rметрию алгебраических уравнений, совершенно 
не интересуясь их <(дифференциальной сутью» (наличием 
решений, их единственностью, г"1адкостью и т. д. ). 

Если координата ~iк = 'f (х, и, и) нам известна, то 
1 

формулы конечных преобразований для производных 
1(* k ( ) ui = ф1 х, и, и, а мошно восстановить 1 решал урав-

t 
дф~ 

пение Ли --;d- = ~~ (/, g, ф) с наqальными условиямtt 

\\;~ la=o = и~. Процесс продолжения преобразований груп­
пы G1 точно та.кже можно распространить на производные 
любого порядна. 

Оп1етю.1, что инваршшты /1, ... , JN-1 группы G1. 
будут, конечно, и инвариантами продо.'ш~енной группы CJ1• 

Однако группа {J.1 цолжна иметь lV - 1 = N - 1 + тп 
инвариант, т. е. на тп больше исходной группы. Эти 
инварианты опреде.аяются ~rравнением Х F (х, и, и) = О. 

1 

Инварианты про~олженной группы С 1, пс нвляющиеся 
инвариантюш исходной группы С 1 , называются дифферен­
циальпыми инвариантами. Аналогично моншо определпть 
дифферекци альные инвариантные .многообразия. 

3айме).1Ся теперь вопросом об инвариантности диффе­
ренциа.1ьных уравнений. Расс:нотрим для простоты неко­
торую систему дифференциа,1ьных уравнений первого по­

рядна: 

Fcr, (х, и, и) = О, CG = 1,: ••. , т. 
1 

(S) 

Говорят, что система уравнений (S) допускает группу 
преобразований G1 (является инвариантной относительно 
группы G1), если уравнения (S) не меняются под действи­
ем любого преобразования r а1 полученного продолжени-
148 



с:м преобразования Та на производные и~. Можно сказать 
и по другому: спстюш (S) допуснает группу G1, если 
:-.шогообразие, заданное уравнениями {S), является диф­
ференциальным инвариантным многообразием группы G1• 

Критерий инвариантности многообразия нам: уже из-

вестен. Обозначим через S :многообразие в вR·, заданное 
уравнениями (S). Пусть Х - продо.пmение оператора Х 
J'руппы G1• Тогда необходимым и достаточным ~'словием 
инвариантности системы (S) будут равенства: 

XFa (х, и_, и)!s = 01 а= 11 •• '·' т. 
1 

(16) 

}"равнения (16) являются дифференциальными урав-:­
псния~ш отноеите.тrьно неизвестных заранее координат ~i 
и пк оператора Х и называются определяющими уравке­
ния.ни для оператора Х. Решив ;эти уравнения, мы найдем 
оператор Х и, с.т1едовательно, группу Gt,. допуснаемую 
системой: уравнений (S). Аналогично определяется инва­
риантность системы уравнений, содержащей п-й порядок 
производных. При этом,, разумеется, надо рассматривать 
п-е продолжение оператора Х. Еще раз подчернне:}[ удоб­
ство введенной С. JI:и инфинитезимальной техники. Если 
не пользоваться инфинитезимальнЫ:.\t: нритерисм (16) инва­
риантности системы дифференциальных уравнений F а (х, 
и, и) = О, а подставлять в нее формулы нонечных преоб-

1 . . 
ра3 ований xi* = Г' (х., и, а), uh* = gк (х, и, а) и .разре-
шать полученную систему относительно фушщий Г и g1

'_, 

то задача нахошдения допустИ:.\ЮЙ группы станет не­
обозримо громоздной. Если ураuнения (S) ~rслинейны, то 
и уравнения д.~1я опреде:rения функций Г и g" та:кже 
будут нелинейны (для иоторых нет общих методоu 
рсmенпя). Опреде.пяющие ше уравнения (16) всегда ли­
нейны. Таким образом, инфинитезимаш.ныii критерий 
шшариантности (16) :~инеаризует задачу отыскания груп­
пы преобразований, допуекас).ЮЙ заданной системой диф­
фсренциальны~ уравнений. 

Решение ~i (х, и), r1k {х, и) определяющих уравнений. 
для большинства встречающихся на практине сисrем нс 
nре~став.1явт особой трудности. Решение системы (16) мо­
а;ет содержать произвольные постолш1ью ил и произволь­

ные фушщии. Это означает, что данная: система допусн.аст 
не один оператор Х. Заметим, что в силу отмеченного 

раньше свойства ноординат ~~ уравнения (1G) представ-
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ляют собой линейные однородные уравнения относитель­
но искомых ноорцинат si, У}~ оператора х (при этом 
исходная система (S) может быть нолпнейной). Отсюда 
следует,, что если система (S) допускает операторы Х 1 
и х 21 то она допускает и оператор х = ах 1 + ьх 2, где 
а и Ь - произво.1ьные постоянные. Иначе говоря, мно­
жество операторов {Х}, допускаемых заданн,ой cucme.'ttoй 
(S)~ образует лшtейн.ое векторн,ое пространство. Обозна­
чим его через L" где r - размерность пространства опе­
раторов, допускае~1ых данной системой (S). Неличипа r 
мошет иметь для разных систем ра3ные значения: от О 
ДО 00, 

Число r и впд допуснаемых операторов определяют 
свойства е1[мметр11и данной системы. Они, вообще говоря,; 
никак не свнзаны е существованием и числом решений 
у исходной системы (S) и являются некоторым rлубипным: 
качеством рассматриваемой систе.мы уравнений. Число r 
для систем уравнений, изучаемых математической физи­
кой, всегда больше нуля и характеризует симметрию 
исходной физической модели (однородность и изотроп­
ность пространства и времени и т. д.). К этому вопросу 
~w пото~1 вернемся. Отметим еще раз важный факт груп­
пового ана:~иза: если система об.1адает нетривиа.1ьной 
симметриой (в том смысле, что r >О), то ей однозначно 
сопоставляе'Тся линейный объект - пространство Lr, ~о­
пустимых операторов {Х}, сама же си:стем:а (S) может 
быть линейной ипи нелинейной. Это соответствие (S)--* 
-+ {Х} пе нвлпстся взаимно-однозначным: одип и тот ;-1~е 
оператор Х может допуснатьсн разными систе~tами. Заме­
тим~ что обратная задача - нахошдение системы уравне­
ний, которая бы допус:кала заданный оператор Х, -
тривиа;~ьна п не представляет интереса. В самом деле, 
имен оператор Х, мы можем продолжать ero произволь­
ное число раз, находить инварианты и дифференциальные 
инварианты, из ноторых потом <шзrотовллты> системы 

дифференциальных уравнений с гарантированным качест­
вом ипnариантности. 

Верне).1сн,, о;щако, н системе определяющих уравненлй 
(13). Мы y1t\e знаем, что множество ее решений {s (х, и),1 • 

ri (х, и)} порождает линейное векторное пространство опе- : 
раторов {Х}, ноторые поэтому моншо умноil\ать на чис;~а~ 
складывать и т. д. Онаэываетсн, это множество {Х} об.1а­
дает еще одним существенным свойс.тво~1. Д:ш любых: двух 

i д i д 
операторов Х1 = ~1 -. , Х2 = ~2 --. образ уем комбинацию 

axi дх2 
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по форму.1е 

~Х 1 , Х2 ) = (Х1~~ - Х2~~) D:1 = Х1Х2 - X2Xi· 

Такая комбинация называется KOM.lttymamopoм опера­
торов Х 1 и Х 2 • :Коммутатор [Х 1 , Х2 ] обладает легко про­
веряемыми свойствами. 

1. Он линеен (по каждой из «компоненп> ): 

[(aXt + ЬХ 2 ), Х 3] =а [Х 1 , Х3 ] + Ь [Х2 ~ Х3 ]. 

2. 1:\омl\1утатор антисимметричен: 

(Х 1 , Х2 ] = -[Х2 , X 1J. 

3. Дш1 него выполняется. тождсетnо Якоби: 

НХ1, Х 2 11 Х 3] + НХ2 , Х 3 ], Х1) + {[Х 3 , Х11.~ Х 2} =О. 

Свойство множества {Х}, о котором мы говорили,: 
заю1ючается в том, что ко:м~rутатор [Х 1 , Х 2] любых двух 
операторов Х 1 и Х2 , допускаомых некоторой сие.темой 
уравнений (S), представляется в шще линейной :иомбина­
цип из допустимых операторов { Х} и, вначпт,, также 
допус:кается этой системой. Ина чс говоря, операция ком­
мутации пе выводит из множествu оnсраторон {Х},, до­
nусБаемых системой (S). 

Такие мноi-нества называются nш'еuрой JI и. Из самого 
определепип ном;\~утатора нидно, что порестаноночпость Х 1 
и Х" (пли их номмутирование) связана с величиной [Х 1, 

Х2 ] - равна она нулю или нет. И действительно,, пере­
стг.nовочность uреобраэонаний, соотпетствующих опера­
торам Х1 и Х2 , .11сrно t1ровернетс,я с помощью вычисленпя 
номмутатора. Введение коммутатора оказынается полез­
ным и для ныяспонил М:НОI"ИХ других nаашых и ТОНКИХ 

структурных сnойстн группы допустимых uреобразовюrий. 
Алrебры Ли иэу 11юотся не только при исследоnании сю.1-
метрии дифференциальных уравнений. Например, н трех­
мерном пространстве векторов MOiHHo llнести :коммута­

ffор - векторное произведенuе 

[а1, а2] == (а1 х а2)1 

для которого ле!'КО проверить выполнение персчисJ1енных 

свойсrn, например тождество Якоби - это известная 
школьная формуJ1а (<БАЦ минус ЦАБ». Д.1л нас здесь 
важен та1'оЙ фа:кт: мно:ж.ество операторов, доn ус:касмых 
некоторой системой дифференциа.11ьных уранненийt обра­
вует aJireбpy Jlи. Иначе говоря,_ если система (S) допуска-
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ет операторы Х 1 и Х2 , то она допускает и их иом:мутатор 

IX1, X2l· 
Итан, мы познаком1шись с понятиями однопараметри­

чесRой группы G1 и алгеброй Ли. В теории Ли понятие 
однопараметричесной группы обобщается на мноrопара­
метричесний с.1учай, в котором r-параметрическал груп­
па Gr определяется преобраsования~ш~ зависящими от 
r парю~етров; при этом оказывается, что группа Gт f\ак бы 
«сот1<аню> из однопараметрических подгрупп. Например,; 

любое r-пара~штрическое преобразование Та"а2 ... ат MOfJ\OT 

быть представлено в виде суперпозиции преобразований• 
образующих одно параметрические подгруппы: 

Tala~". ar = Т а1Т а2 • • • Tar· 

Для группы Gr аналоrичпо обобщается понятие ал­
rrбры Ли инфинитезимальных операторов, :которая харак­
теризуется набором из r операторов Ха. В теории Ли 
харантерно параллельное рассм:отрение групп и алгебр 
Ли. Взаимно-одноsна1шое соответствие Gr ~ L,,. распро­
страняется па подгруппы и пода.тпебры и другие струк­
турные свойства этих объектов. Поэтому зная все одно­
параметричесюrе группы, допуснаемые изучаемой систе­

мой, мы фантичесни полностью знаем группу Gr, харак­
теризующую симметрию данной с1ют0мы уравнений. 

Задача группового анализа. 
Примеры вычисления 
однопараметрической группы преобразованиi:f 

Итак,. мы теперь знаем:,: что такое групповое свойство 
системы дифференциальных уравнений, свойство ее инва­
риантности. Основная задача группового анализа занлю­
чается в нахождении всех групп G1 , допуснаемых задан-. 
ной системой дифференциальных уравнений. 

Перейдем к примерам вычисления группы Gr. Найдем 
пространство Lr операторов, допускаемых обыиновенным 
дифференциальным уравнением 

duldx = F (х, и). (17) 

Здесь т = п = 1" N = 2,: 1'1_.J = 3, Искомый оператор 
Х представим в виде 

iJ а 
х = ~ (х, и) дх + n (х, и) аи . 
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Продолжим его на производную и' = duldx: 

Х = s :.х +У] :u + [11х + и'2 (YJu - ~х) - и'2su] а:' . 
Подействуем оператором Х на уравнение и' = F (х, и) 

и «выйдем)> на многообразие ( 17) - заменим величину и' 
через правую часть F (х, и). В результате получим опре­
де;1яющес уравнение 

rix+(11u-~x)F-~иF2=sFx+ J1Fи. 

Ясно, что решение этого уравнения будет содержать 
произвольную функцию, поснольку одно уравнение елу­
i!ШТ для определения двух фующий s (х, и), r1 (х, zt), т. е. 
пространство ;~.опустимых операторов будет бесконечно. 
Действительно, сделав аамеву '1 sP + v" получю1 урав­
нение для v (х, и): 

(18) 

ноторое и~rеет частное решение v = О. Это решение дает 
оператор Х00 = ~ :х + ~F :и (т. е. L = Loo) с произволь­
ной функцией ~ (х, rt). Подобная ситуация характерна 
:~пя уравнений и систе~~: обьпшооенных дифференциальных 
уравнений первого порядка - допуснаемая группа всег­

да бесконечна. 
Ес::ш удается найти хотя бы одно ненулевое решение 

v (х, и) уравнения (18), то это сразу же позволяет проин­
тегрировать исходное уравнение (17). Запишем oro в ви­
де du = Fdx. Пусть М (х, и) - интегрирующий мноти­
тсль, т. с. фушщия, умножение на которую преnращает 
левую часть уравнепия в полный дифференциал пеноторой 
фующии W (х, и): 

I'v!du-MFdx=0---7dИ7 (X, и)=О. 

Условие существования интегрирующего мношите.1я -
равенство смешанных производных 

ОМ iJ(-MF) 
7iX {)1;. 

Заменой переменной 1t1 = 1/v i1TO условие сводится к 
уравнению (18). Верно и обратное рассужденпе: если 
v (х, и) - ненулевое решение определяющего уравнения 
( 18), то 1И = 1/v - интегрирующий мпшнитель исходного 
уравнения. Ес.1и пю.1 каким-либо (Jбразом удастся уга­
;:J.ать решение уравнения (t8),, т. е. ю.шую-то сю.1м:етрию 
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уравнения (17), то мы сразу же находия интегрирующий 
множитель. 

Например, уравнение у'= _J: 1 ) обладает указан-
х (!/ ll х 

ной симметрией, определяемой оператором Х = ху _да 
х ' 

откуда сразу легко получить интегрирующий множитель 
\! 

м-1=n - f~ = у +1/]n.z ' превращающий исходное уравне-
:ч + In х 

ние n уравнение в полных дифференциалах , 2 dy -
у 

1 
- -- dx =О, которое мгновенно интегрируется - полу­

ху 

чается решение в виде полного интеграла 

In х 
ln у - -- = const. 

у 

Этот прим:ер понааывает, что ее.ли из каких-то косnеn­
пых соображений известна симметрия уравнения, то его 
решение не представJше;r труда. 

Одпано групповой анализ обыкновенных дифференци­
альных уравнений первого порядка не дает регулярных 
алгоритмов нахождения решения - общее решение опре­
деляющего уравнения (18) найти не легче, чем решить 
исходное уравнение (17). 

Иное дело - обыкновенные дифференциальные урав­
яения порл;J.ка выше первого. Для них групповой анадиз 
становится эффективным инструментом исследования. Рас­
емотрим простейшее уравнение второго порядка: 

d?.u/dx2 =О 

(это уравнение рассматривал еще сам С. Ли). 
Даже не проводя группового анализа, можно угадать 

некоторую симметрию этого уравнения. Ясно, что оно 
доп ускаег сдвиги по переменным х и и, поскольRу эти 

переменные входят в уравнение лишь в виде дифферен­
циалов. Таким преобразованиям соответствуют, каR l\11,1 

знаем, операторы Х 1 = д/дх, и Х2 = дlди. Столь же оч~З­
видны и преобрааования растяжения: 

Х 8 = хд/дх, Х4 = ид!ди. 

Ес.1и рассматривать это уравнение как уравнение двн­
жения 11астицы в отсутствии внешних сил (и - координа­
та, х - время)., то яено" qто оно допускает r.rа.лилеев 
перенос» 

х* = х1 и* = и + ах,) 
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'I. е. переход в другие системы: координат, движущиеся 

равномерно и поступательно с любой скоростью а по от­
в:ошению н исходной системе. Заметим, что х и и входят 
в уравнение симметрично, поэто).rу допустимы и преобра­
зования: х* = х + аи, и* = и. Этим nреобраsованпям: 
соответствуют операторы Х5 = ид/дх, Х6 = хд!ди. Груп­
повой анализ уравнения и" = О дает еще ;:~;ва допустимых 
оператора - их уже угадать труц1ю: 

Х 7 = хид/ дх --:-- u!д/ ди, 

Х3 = х2д/дх + ихд/ди. 
Анализ определяющего уравнения длн и" = О с.одер­

жит в себе еще и доказательство того, что перечисленные 
операторы, аадающие алгебру Ли L8 , исчерпывают всю 
еи~~метрию этого уравнения. Бодее того, уравпенпе и" = 
= О (и эквиnа.1ентныо ему) в определенном с:\1ысле уни­
нально - на нем ;::~;остиrаетсн. максимальная раз~rерность 

пространства Lг операторов, допускаемых уравнением вто­
рого порядка. С. Ли была доказана теорема о том, что 
уравнение и11 = F (х, и, и') не может допуснать простран­
ства операторов с r > 8 

Математичесние модели, изучаемые математической фи­
:ш:кой, в подавляющем большинстве случиеn представляют 
собой уравнения (или. системы) в частных производных. 
Эамечательпо, что именно здесь алгоритмы группового 
апа.'Iи3а рабо :·ают <ш полную силу)) и приводят к петрн ... 
виальным: ре:зультатам. 

Рассмотрим типичное уравнение матем:атпческой фи­
аини - уравнение теплопроводrюсти 

Ut = Uxx· 

Доnуснаемая им группа преобразовапий была найдена 
С. Ли (1881 г.). Группа, допускаемая: линейпы!.1 уравне­
нием теплопроводности, беснонечна. В набор операторов~ 
допуснаамых nти:м уравнением, входит Хоо = Ь (х, t) д/диr. 
rде Ь (х, t) - любое решение исходного урапнсния Ъt = 
-= Ъхх. Посно.ттъну тан.их линейно незаnиси:мых решений 
еуществует бесконечно много, то оператор х"" порошдает 
пространстnо Lco. Однано с позиций симметрии он песет 
очевидную информацию. Действительпо 1 конечные преоб­
рааования, соответствующие оператору Хее: 

и* = и + а· Ь (х~ t), х* = х, t* = t 

говорят лишь о том~ что н решению исходного уравнения 

155 



мо:rкно приба.~шть пюбое другое решение того же уравне­
ния,- фант, равносильный линейности исходного урав­

нения. Такая ситуация имееr место для любого :~инейноrо 
уравнения. Когда аш нелинейное уравнение допусиает 
бесконечную группу (дово.1ьно редное явление), то это 
уже нетривиальный факт. В этом случае нелинейное урав­
нение обладает мноrи:\.111 свойствами линейпоrо и, как 
nонавывает праитика, либо сводится заменой переменных: 
к линейному уравнению, либо решается методом обра rной: 
вадачи рассеяния. 

Помюю оператора Хос, уравнение теплопроводност~Р 
допускает еще шесть операторов: 

х] 8/ дх' х 2 = д! дt_'/J 

Х 3 хд!дх + 2tд/дt,1 

Х 4 = 2tд!дх - хидlди,~ 

Х 5 хtд(дх + t2 д/ дt - 1 /4 (х2 + 2t) ид/ди, 

Х0 ид/ди. 

Эти операторы несут существенную информацию об 
уравнении теплопроводности, В чем она заключается и 
как ее можно использовать,. мы увиди.\1 чуть позше. 

Групnовая классификация уравнений 
математ~.tческой физ1-11<и 

Современные модели l\Iатем:атической физики в болr.­
шинстве случаев нелинейны. Это относится и к реальны.\( 
задача.\1 теплопроводности. Изучае~~ые среды, как прави­
ло, об.1адают нелинейными коэффициентаип теплопрово;х­
ност11. В этом с.лучае симметрия линейного уравнения 110-
мочъ не может - нужно проделать групповой анализ урав­

нения пелипейпой теплопроводности 

Ut = (li: (u)ux)x 

с тем: коэффициенто~1 k = k (и), который соотnетстnует 
рассматриваемой ситуации. Заметим, что групповой ана­
лиз нелинейного уравнения теплопроводности с нонкрст­
ны~1 БО;}ффи:циентом k (и) лишь немного сложнее линейно­
го случая. Немногие современные методы могут похвас­
таться такой «всеядностью». Перебрать все случаи k (11),; 
встречающиеся на практике, вряд ли nо3Можно. Оказы~ 
вается1 это и не нужно.~ поскольRу для указанного урао-
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пения можно решить задачу группового ана~"шза в общем 
случае - для произвольной фушщип k (и). TaRoe обоб­
щение задачи Еычислепи.н группы допустимых преобра3о­

ванпй называЕ~тся групповой кдассификацuей. Первые при­
меры решения задачи групповой классификации принад­
;1е11~ат С. Ли. Возрождение та.кого подхода применительно 
к задачам механюш сплошной среды было дано в работах 
Л. В. Овсягни.кова. Поясним постановRу задачи на при­
мере групповой к.'Iассифиющии уравнения. не;~инейной 
тен.rюпроводности (JI. В. Овсянников, 1959 г.). Обозначим 
11ерез S (k) уравнение нелинейной теплопроводности с не­
которым произnо.'lьным :коэффициентом k (и). Снабдим ин~ 
денсом <(0)) уравнение с н.онкретным н.оэффициентом k 0 = 
= k 0 (и): S 0 = S (k 0) (k0 и S0 называются специализа­
циями но:эqфициента теп.1опроводностп и соответственно 
уравнения-). Ясно, что если уравнение теплопроводноети 
S допускает пеноторую rpyпny G незаписимо от .коэффици­
ента k, то ее допускает и каждая специализация S 0 , отпе­
чающан н.онкретному коэффициенту k 0 • Однако nо3можны 
с.тучаи, иогда группа G0 некоторой специалиэации S 0 , 

отвечающей иоэффицпенту k 0 (и), шире G. Все та:кие слу­
чаи и подлеаш.т нахо:нщению n задаче групповой класси­
фи:кации. Чисто техничесюt это означает, что определяю­
щая система выписывается с венонкретизироnанны~1 :ко()ф­
фициенто:\1 k (и) и упрощается беа J\он:кретизаци:и k (и) 
до тех пор, нона :это возможно. В результате nоз11и1шют 
классифицирующие ур<:lвнения, решение которых п дает ви-
1~ыфун:кций k 0 (и), расширRющие допустимую группу. Урав­
нение не.'lинейной теплопрово;::~;ности n общем случае до­
пускает пространство операторов переноса и растяжешш, 

которое расширяется при следующих специализациях ко­

эффициента k (и): еи., u 11 (а = const), и-'.\ 1. Для перt~ой 
n второй специализации расширение пространства допус­
тимых операторов происходит до L 4 (при этом операторы 
д.1тя случаев еи и ua разные), ДJIН третьей - до L 5• Чет­
вертый случай 1 k == 1, - случай линейной теш1опроnо;::~:­
пости, к нему мы и вернемся ниже. Что насается второй 
специализации - степенного ноэффиr~пента теплопровод­
нuсти, то одно из инвариантных решений будет испоЛI,­
говано в ра3д. 3. 

Что дает звание симметрии, т. е. группы допустимых 
преобразований данного уравнения? 

Во-первых, позволяет генерировать новые решенпл, 
1::0-вторых, наход:итr) так нааываемые инвариантные реше­

ния, о иоторых мы тольно что упо~шнули.~ в третьих ... 
Вnрочем 1 давайте все по порядку. 
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Группа - генератор реwениi1 

Интуитивно ясно (хотя это доRавывается в виде тооре­
мы), что ее.ли есть неноторое решение и = (f' (х, t) уравне­
ния теплопроводности и если Та - преобра:зование, ое­
тавляющее это уравнение неизменным, то под действием 
Та решение переходит снова в решение того же уравне­
ния. Этот факт сразу же дает возможность получать но­
вые решения из уже известных. 

Пусть некоторая система уравнений (S) допускае1 
группу G1 преобразований {Та}· Пусть uk = ер" (х)~ 
k = 1., , ••. , п, ~ как~е-либо решение системы (S). Пo.i:t 
действием Та: х1 * = Г (х, и, а), uk* = g"' (х, и, а) это ре­
mепие перейдет в решение той же системы (S): и"* = 
= rp"* (х*) или в переменных (х, и): 

gk ( х., и, а) = q:i к * (f ( х, и, а)), k = 1, • , . , т. ( 19) 

Уравнение (19) и определяет (неявно) новое решение 
u'k = 'Fk (х,, а), полученное из известного u1r = lf" (х), 
Эту операцию можно проде.1ать с ПО:\IОЩЪЮ любого преоб­
разования Та, вадавае:\юго набором допустимых операто­
ров {Х). В результате из одного известного решения 
мш1шо получить целый «веер» преобразованных. 

Вернемся к уравнению теплопроводности и применим 
полученную форму"1у (19) с использованием оператора Х6• 
Конечные преобразования Та,, определяемые Х 5 , таковы: 

х*= _х __ t*=--t-
1- at ' 1 - at ' 

и*= У 1 - at e-ax2;rщ-at)Ju. 

Любое решение вида и = ер (х, t) под действием этих 
преобрааований перейдет в 

f 1 - а t ех Р ( - 4 ( 1а~ at)) и = Q) ( 1 _.: at ' 1 t at ) ' 

откуда и находится явно: 

U= Jl1~at exp(4(1a~at))cp( 1~at' 1~at)• 
8аметим 1 что такая трансформация: решения отнюдь не 

очевидна. С пюющыо последней формулы можно сделать 
еще один «фонус». Ясно, что и = ер == 1 -- решение урав­
нения теп.1опроводности. Умножим: трансформированное 

решение на }r - а (а<; О) и перейдем к пределу при 
а -r - :ю, В результате получюr фундаментальное реше· 
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нtю уравнения теплопроводности (ив mростоЙ>} единицы!) 

U= e-xi/4t/ft. 

(Зная это решение м:ожно получить ана.читпчесное вы­
р:1iнение для профиля температуры при любых начальных 
.-lаJшых, в частности и для таких, которые рассматрива­

.1нсь в первой статье.) 
Такое <~размножение)> решений можно осуществлять 

с помощью любого из операторов Х 1 , ••• , Х6 и любой их 
линейной комбинации. Так, с помощью одного решени.я 
мшнно «вырастить» совокупность решений, которая на-· 
Эынается орбитой решения. 

В рассмотренном примере решение уравнения тепло-
11роnодности переходит в другое решение того же уравне-

111ш. Однако возможна ситуация, когда данное решенн'Э 
гнц действием некоторого доп.устпмоrо уравнением (и:ш 
1_·11стемой уравнений) преобразования переходит само и 
1~t,Gя. Такие решения называются инвариантными, ш1и 
:J('шения:мп, инвариантны)Ш относительно данных преоб­
~1а:юваний или груnnы (подгруппы) преобразований. Гес­
:1'1~трический емыс.тr их ясен - это неподвижные решсшш 

111н1 данном преобразовании. Замечательно, что таюш- рс­
ше:шя находятся иэ более простой задачи~ чем: исходное 
ур<1.внение. Точнее 1 инвариантное решение определяетсn 
\'равнением: (еистемой) меньшей размерности, чем исход~ 
но1.• уравнение (система). В самом простом, самом «сим­
\l('Тричном>} случае - случае инвариантного решения 1-го 
р~шга (ранг решения - число независимых переменных 

1" l'истеме уравнений, определяющих инвариантное решс­
ша') требуется проинтегрировать обьшновевное диффсрен" 
юшльное уравнение (систему уравнений). Почему задача 
нахождспил инвариантного решения проще, че:м решен1-.о 

исходного уравнения? Потому что при его поиеие мы 
используем: априорную информацию о симметрии изучае­
мой системы. Это вырашается в том, что решение ищетсн 
i1 определенном виде, гарантирующем инвариантность ре­

uн.•пия при соответствующих преобразованиях. 
iJтот процесс можно сравнить с по1tе:ком нужной вы-

1\ройки в приложении к журналу мод. Обращали вни~~:а~ 
ние на хаотичес:кое нагром:ошдепис линий в та.них прило­
i\\t")Ютях? Чтобы найти нужную вьшройну, :~юбите.тrьнп1~э. 
Rройни и шитья должна следовать ."Iинии определенного 

Itнета или снабженной специальными метками. В пашен 
~'.1учае цветом является симметрия инвариантного реше­
.ннт. 
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Рассмотрим пример группы преобразований, допуснае.. 
мой уравнение>~ не,1инейной теплопроводности с источни­
ком в дву~rерном случае: 

и 1 = (ии1 их)х -Г (ucr2uy)y + ui3. (20) 

В спучае, когда а1 =!= а2 (такая среда называется ани­
зотропной - теп.'Iопроводность раз;шчна по разным на­

правлениям. В природе анизотропной теплопроно;::~,ностью 
обладают многие нристалличесние тела, п.1аама в магнит­
ном поле п другие объекты) 1 доnуснаемал этю~ ураnно­
виям группа определяется следующими операторами: 

Х 1 = д!дt., Х2 = д!дх, Х3 = д!ду, 

Х4 = 2(1 - ~) tд/дt + (а 1 - ~ + 1) хд/дх + (а 2 -

- ~ + 1) уд/ду + 2ид/ди. 
В изотропном случае а 1 = а 2 к ним добавляется опе­

ратор Х s = х2д/дх1 - х 1д/дх2 , порождающий подгруппу 
вращения. 

Рассмотрим оператор Х t = д/ дt и построим инвариант­
ное относительно него решение. Из переменных (t, х, у, 
и) выделить N - 1 с: 3 инварианта: х, у, и. В сипу тео­
ремы о представлении инвариантного многообразия мы 
можем в нашем случае представить решение в виде и = 
= u (х, у),. т. е. представить третий инnариант в виде фупк­
J~ии от первых двух. В начеетве независимых переменных 
можно было выбрать любые д.ва. Наш выбор предпочти­
тельней иэ фи3ических соображений. Функция i1 (.т, у), 
дающая стационарное решение уранения (20)_, опре;::~;е.1я­
ется ив уравнения 

(ua•ux) х+ (и02и11)11 + иВ = 0_, 

полученного подстановкой и = u (х, у) в (20). Решение 
;)Того уравнения дает стационарное распре;J;еление тепла 

n некоторой области. Аналогично моншо строить инва­
риантные решения на операторах Х2 , Х 3 , Х4 и их линей­
ных номбинациях. 

Рассмотрим более подробно решение, инвариантноl' ОТ* 
носительно линейной ко:мбинации Х 1 и Х4 : 
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х: = 2 (1 - ~) t,)X 1 +Хi=2 (1 - ~) (t0 - t) -д-(to_a __ t) +

1 
+ (и 1 - В+ 1) х -а0 + {о-2 -13 + f) у _: + 

Х vy 
а + 2и ---ВU , t0 > О. 



Решая уравнение х:1 = Oi найдем три инварианта 
~пой группы: 

1 Oi-6+1 

fI = и (t о - l) - 1-11 ' ~ = з: (t о - t) 2(/1-1) ' 

(1,--fi+l 
Q1 =у Uo - t) 2<1~-1) 

Назначив первый инвариант фушщией от двух дру­

гих, получим, что инвариантное относитепьно х: решение 
падо искать в виде 

J 

и (t, х, у)= й (~, 11) (t0 - t) 1 -~. (21) 

Таного вида инвариантные решения обычно называют 
автомодельными (в данном случае - двумерное). Заме­
ТИ}t:, что авто:модельные решения, соответствующие опе­

раторам растяжения 1- это единственный uид инвариант­

ных решений, ноторые находнтсл методом теории размер­
ностей. 

Введенный параметр t 0 > О определяет интервал вре­
менп [О, t 0) на котором существует решение_, т. е. реше­
ние (21) определяет распространение теш~а в режиме с 
обострение.ч. 

Подстанонка {21) в уравнение (20) приводит R эллипти­
ческому уравнению для функции il (s 1 11): 

(22) 

Поnыпш пос,троить решение, дюке численное, нелиней­
ного уравнения (22) наталниваются на бо.ч.ьшие труд­
ности. Поэтому бы.т~ проведен численный эксперимент по 
11эучению развития начального возI1.1ущения температуры 

в небольшой области прос.транства. При этом чисдснно 
рассчитывалось исхидное уравнение (20) (мето;:~;ом Rонеq­
ных э:~с:"11ен1'ов и 1юночно-разностным: методом:). В :качест­
uе нача.:пноrо возмущения бралась единичная температу­
ра в квадратной области 1 пне которой температура раuпа 

нушо. В расчетах принималось ~ > 1. Даже не проводя 
чис.'1енных расчетов, :можно 11редсназать поведение иnnа­

JШ:аптного решения из (21) и вида инвариантоu ~ и 11· 
Дейстnительпо,_ при о 1 = а2 = ~ ---:- 1.t переменные в (2) 
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«разделяются», с tечением Dрюшни стационарное решение 

й (х, у) умножается на растущий в режиме обострения 
1 

:множитель (t0 - t) 1-в. При t-+ t 0 амплитуда решения 
и (х, у, t) стремится к беснонечности.1. при этом распрост­
ранения тепла по пространству не происходит,- это так 

называемый S-рсжи~r. 

В сдучае а 1 > cr2 , cr2 + 1 = ~ по направлению у рас­
nространения тепла не происходит (S-реншм), в nаправ­
.чении х за конечное вромя происходит распространение 

тепла до беснонечности (Н S-ре:ш.им). Таким образом 1 теп­
.110 распространяется в каналеJ вне нотороrо температура 

равна нулю. 

На рис. 5 изображена чиеленная реализация такого 
решения при 01 = 3, а2 = 2, ~ = 3. 

При <11 > В - 1 1 о2 < ~ - 1 реализуется самый пара­
докса.т~ьный рсш:им прогрева нелинейной среды. В этом 
случае по направлению х тепловой фронт за время t 0 
достинtет беснонечности (НS-режим), а в напраuлеuии у 
происходит сокращение ~ффективной г.чубины прогрова 
(LS-реншм). Таким образом, на финальной стадии про­
цесса решение представляет собой «бесRонечно прогретую 
линию>}, вне которой те:r.mература Rонечна. 

Па рис. 6 дана численная реа:ш:зация такого режи­
ма при следующих параметрах среды: а 1 = 3, о 2 = 1, 
~ = з. 

Зю1етим, что два после;щих режима реализуются прn 

любых а 1 , а 2 и ~' дающих умазанные соотношения. При 
это:\1 анизотропия среды О' 1 > <12 :мо1Еет быть ско.rrь yrof(­
нo мало выражена. Это приведет лишь к изменению спо­
рости роста амплитуды и распространения фронта теплс­
вой волны, начественные стороны процесса останутся 
•rеми же. 

Рассмотренных примеров достаточно, чтобы понят., 
что иоличестно инвариантных решений можно увсличи­
llать до бесконечности, набирая ппнейные комбинации иа 
операторов Х 1, Х2 , • • • Однако этого делать не над()t 
поскольку :\10ЖдУ инвариантными решениями существу~ 

ют вnо.;Jне определенные связи. Это позноляет дJiя каждой 
системы уравнений, допустимая группа ноторой известна 11 
построить в неRотором смысле фундаментальный наб(_,р 
инвариантных решений. Все остальные решения :могут 
Gыть получены из него. Суть такого подхода~ предложсн:­
ноrо Л. В. Овсянншшвым, аакшочается в следующем. 

llусть G - rрупnы1 допусl\аемая системой (8)1 J 1l1 



и Н 2 - ее подгруппы, на ноторых мы строим инвариант" 
пые решения (данного ранга). Если существует преобра­
зование ТЕ G, связывающее Н1 и Н2 таким обрааомt~ 
что Н1 = ТН2 т-1 , то подгруппы Н1 и Н2 называются 
подобными. Оказывается,. соответствующие инвариантные 
решения Ф1 и Ф2 связаны тем же преобразование)1 Т: 
Ф 1 = ТФ21. т. е. внание одного решения автоматически 
влечет за собой знание другого. Подобные решения назы­
ваются несущественно различными. Таким образом, зада­
ча сводится и нахождению всех попарно неподобных под­
J'рупп Hi данной группы G и въши:сыванию соответствую­
щего набора инвариантных решений. Для этого разрабо­
тана соответствующая методика. Введение этого подхода 
позноJшет «навести порядон» в «хаосе1~ различных частных 

решений д:~я J\аждой системы уравнений. 
Многие инвариантные решения уже давно и с успехом 

используются в мате~~атической физике - это стационар­
ные~ о;щородные, решения tипа бегущей волны, автт.10-
до.1ьные решения. Гидродинамики широко используют 
при решении многомерных задач одномерные, двумерные" 

осесимметричные решения, также являющиеся инвариан­

тными и получающиеся с помощью многопараметричес:ких 

групп, которые допускаются ураннениямп газодинамшш 

в пространственных с.1учая.х. 

Оназывается, запас частных решений, ноторые могут 
быть найдены с помощью группы преобраэошший, доп:уl -
к11ююй данной системой, мтнно увеличить. Еще Риману 
были известны частные решения уравнений газовой дн­
нами1ш1 так называемые простые воJшы, .которые не укла­

дываются в к.1асс. инвариантных решений. Однано окааа­
лось, что простые волны и другие анэ.т~огичные решения 

таюн.е могут быть получены с 1юмощъю группы допуст114 

м.ых преобразоnаний. Л. В. Овсяннюювым было введено 
понятие частичной инвариантности и соответственно час­
тичло шtварuантных решений. Частично инвариантные 
решения не являются инвариантныl\ш, непод1шжпы~1и 

решениями при преобразованиях группы. Од1шnо сущест­
вует инвариантное многообразие, их содержащее. Та1ше 
решения характеризуютея параметро:\1 б, называс~1ым дl'· 
фектом инвариантности, 1<оторый поназывнет, нас1илы,о 
<mлотно сидит» частично инвариантное решение в шrnа­

риантном многообразии, его со;:~:ержащем. Че:\.1 больше д, 
тем сильнее «болтается» решение при преобразоnанинх 
группы; если о = О., то решение неподвижно, т. е. яв:rя­
етсл инвариантным, Такое обобщение понятия инвариапт4 
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ного решения о:каэывается очень по.т~езным, поско.11ьку 

приводит к интегрированию систем:ы уравнений меньшей: 
размерности по сравнению с llсходной 1• 

Законы сохранения 
и инвариантность дифференциальных уравнений 

Еще в прошлом nене бы.т~о замечено, что мешду свой­
ствами симметрии (групповыми сnойстnам:и) механиче­
ской системы и существованием заnонон сохранения име­

ется опро,J.еленная сш1зь. Таи, sанон сохранения Rо.r1ичс­
ства дnиженин есть с.ледствие однородности простраtютва 1, 

sанон сохранения момента количества дuш1>ения - иsо­

тропности пространства, наконец, закон сохранения знер­

IИи - однородности времени:. Под однородностью ыw по­
нимаем инварнантноеть относительно преобразования nrJ­
peнoca или сдвига, под ~шоrроппостью - пнDариаптвость 

относительно преобразования попорота. 
Связь законов сохрапеппя с пространстиенно-uремен­

ной си:мl\1етрией означает, что cal\1 по себе ход времени или 
перю.~ещение в пространстве не моrн.ет nриnес.ти н измене­

нию состояния изолированной системы. Для (tзмененин 
ее физического состояния необходимо вза11мuдuйстние с 
nнешней средой. 

Заметим, что но ncex математиqеских моделях пен:ото­
рые (н;ш нее) уравнения nредставлнют собой матем<пи­
чес:кую запись законов сохранении. Законы еохра110ния 
- это основа для построения модсш1 любого нвленин. Hal\ 
мы увиди:м чуть поэте, сим:ме1'р11н мо,;J,с.·1 и взаимно-од­

ноэна чно связана е законю~и сохранения, нuл.нется 

таким: ше глубинным свийствш.1 модели и потому может 
быть поло;>н:ена в основу при :математическом. моделиро­
uании. 

Изучением связи заноноn сохранения с симметрией 
модели зани:м:а.11ись многие .\1атем:атини, однако в случае 

проианольных систем дифференциальных уравнений соз­
дать общий метод отыскания всех законов сохранеюш не 
удастся. Это моншо сделать д.1я систем, допускающих nа­
рнационную фор:м:улировну (напри.мер, в \1сханике). 

Пусть расс~н1триваетсн система дифференциальных 

1 Озпако~шться е алrоритмом получения <шетично инвариантных 
решений, более СJIОЖПЫ:\1 по сравнению е ноискuм инuариантпых: 
рсше11ий 1 иожно, например, в ~юаографии Л, В, Оnснншшоnа 
[121. 
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уравнений 

Fa (xi UJ Ui и) = of. а. = 1, .. •f, mJ) 
1 э 

(S) 

rде и - совокупность частных nроизвоnпых порядка k. 
k 

Для неиоторых таких систем известна вспомогательная 
фующия L = L (х, и, и), называемая фующией Лагран· 

1 
жаf продифференцировав -которую специальным обравом'1 
моашо получить уравнения (S): 

бL == 5Ji (дL/ди~) - дL!ои" = О,: !~ = 1, •.. , т, (Е) 

rде f!)i ~ полное дифференцирование по переменной xi. 
"Уравнения (Е) называются уравнениями Эйлера. На ре­
шениях этих уравнений достигается экстремальное зна­

чение интеграла 

st (и)= \ L (х, и, и) dx. 
Q 1 

(/) 

Интеграл (!) называется вариациопны:м:,. а решения 
уравнений (Е) - экстрема.тшми. Здесь наблюдается пол­
nая аналогия с экстремумом ((Обычной» фуннции, .который 
достигается в точне, где производные обращаются в нуль. 
Обобщение заRлючается в том, что ищете.я энстрему:м ва­
риационного интеграла (/), 1юторый достигается не в точ­
не, а на решениях уравнений (Е), по.'Iученных приравни­
вание:\[ нулю вариацитиюй производной бL = О. Нан. nра­
nило, фушщия L имеет ион:кретный физичесний емысл,- на­
пример энергия рассматриваююй системы. Функция ·Лаг­
ранжа L для -изучаемой: сис1'емы уравнений позвш1яе1' nы­
ч ислить заноны сохранения, дающие большую информа­
цию о глубинных сnойс1'вах модели. 

Для таиих систем: известна теорема Э. Нётер (1882-
1935 ), дающая Rонструктивный способ отыскания законов 
сохранения. Именно, если вариационный интеграл инва­
риантен относитеJ1ьно группы Gт (а эначит, инвприантны 
и соответс'fвующие уравнения Эй.11ера, :которые из него 
получаются) с базисным набором инфинитеаю.rалъных опе­
раторов: 

i i k 'k 
Ха= ~а.д/дх + nа.д/ди , а= 1,. ", r, 

то для уравнений Эйлера выполняются независимые за­

коны сохранения: ~iA~ ks> =О" rx = 1,_ •• •.t. r:J. 
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rдо векторы А~ (х, и_, и) sадаютсл формулами: 
1 

A i ( i ку:J)дLlд 1t /ti rx = 1lo: - U i ~а: , Uj + ~ ~' i=1, .. . , п; 
а=1, .. . ,r. 

В начестве примера рассмотрим: хорошо изnестныо за­
нопы сохранения в к1ассичес:кой м:ехани1\е. Уравнения 

Эйлера (уравпе1шн двюнсния) для свободно д.вишущей­
ся частицы с :массой т имеют вид 

тi~ = О, k = 1,, 2, 3, 
k 

где х - ноордипаты частицы 1 яшшющиеся фушщинми 

времени t, дифференцирование no :которому обоsначим точ­
ной сверху. QJун1щил Jlагрюнка частицы - это ее энер­
гил 

:-1 

L = ;1 L (ilf)2. 

k=l 

Записав инфинитезимальные операторы" оnределлющш1 
tnмметрию уравпенш1: движепияlJ в виде 

х = ~д/дt + чkд/дхk' 
nо.'!учим формулу для nычисленин векторон А (в цавном 
случае являющихся одномерными): 

3 

А = т L х" ( 11" - + sik) . (А) 
k=J 

Уравнения движения частицы допуснают группу пе­
реноса ндоль координат xk, по времени t и вращенияJ, н.о­
торые соответственно задаются операторами 

Хь: = д/д11r., k = 1, 2, 3, Х4 = д/дt, 
xl\l = хlд/дх"' - xkд/dxl, k, l = 1, 2, 3. 

Выпишем для этих оператором сохраняющиеся вели­
чины по фор:\1у.r1е (А). Переносу вдоль ноординаты х1 со­
ответствует величина А = mv1 = m:i;1. Переносу вдоль всех 
трех координат х" соответствует сохраняющаяся нели­
чина вектора импульса р = m\'. Та:ким образом, инвари­
антность уравнений д1ш:;R()НИЯ (и соответствующего функ­
нионала) относительно переносов ноордина т дает закон 
сохране1-tия импульса, Переносу по uре.\1ени соответстнует 
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3 

Е -- т2 \"1 (х' /f)z, Г L.J т. е. вакон сохранения. энер~ии. ассмот-

к=1 

рев вращения вокруг осей х1 , х2 , х3 , получим три сохра-
н п.ющиеся ве.1ичины, которые в вен:торпом вице мощно 

записать иаи М = р Х х, т. е. группа вращений дает за­
кон сохранения момента u.'d,пульса. 

Таким образом, число независимых ваконов сохрnне­
ния совпа~ает с числом не3ависимых операторов Ха, харак­
теривующих симметрию задачи. Теорема Э. Нётер уста­
навливает достатачное условие существования законов 

сохранения. О;:щако это условие не является необходи.~ым i 
поэтО:\tу могут существовать sаконы сохранения (и тание 
примеры есть), не по.1учающиеся с помощью метода 
Э. Нётер. В этом смыс;~е <юбратная теорем:а>> Нётер 
неверна. 

Советским математином Н. Х. Ибрагимовым эта тео" 
рема была уточнена с применением совре:иенной техники 
группового ана.тrиза. При «передока аательстве» атой тео­
ремы выяснилось, что Э. Нётер требует в своей теореме 
слишком мноrоrо - инвариантности вариационного интег­

рала во все.11~ пространстве. Н. Х. Ибрагимовым были пай­
депы необходимые и достаточNые условия существования 
законов сохранения. Именно для того чтобы указанные 

векторы А~ давали законы сохранения для системы (S)t 
необходима и достаточна ипвариа-нтпость значений вари а~ 
ционного интеграла ка экстремалях, т. е. па решенинх 

уравнений Л. Эйлера. Эта теорема позво::шла найти допол~ 
ниrельные законы сохранении, не получающиеся пз тео­

ремы 8. Нётер, для многих уравнений~ допускающих ва­
риационную формулировку, в частности для уравнений 
Дирака. 

Для уравноний, не получающихсн иа варию\иопного 
принципа, та1<их общих правил пока не установлено. Од­
нако в настоя:щее времн разработаnа техни:ка, позволяю­
щвя нонструктивно использовать групповые свойства 
уна эавных систем для построения зан:онов сохранения. 

В частности, найдены два дополнительных аанона сохра­
нею1я для уравнений динамюш политропного газа (rna, 
давление и плотность в котором связаны соотношением р =-= 
= АрУ) в ряде исключительных случаев. 

3нанпе группы преобразований, ноторую допуснает дан­
ная система уравнений, позволяет «навести порядою> сре­
ди законов сохранения, справедливых для д:шной моделп 

(аналогично тому а. нак это делается для инвариантu~х 
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решений, - выделением набора существенно различных 
пнвариантных решений). Оказывается, среди всех законов 
сохранения можно выдеwlИТЬ базис (G - базис), т. е. не-
1-\оторое число занонов сохранения (зачастую один-два)11 
Н3 которых можно найти все остальные, используя пре­
образования, лег:nо получаемые с помощью группы, до­
пусиаемой данной системой. Так, например, для сис­
темы уравнений газовой динами.ни базисом служит закон 
сохранения энергии и сохранения одной из компонент мо­

мента количества движенин. 

Итак 1 мы ун\е познакомилиеъ с неноторыми прило;не­
пиям:и групп преобразований, допус:каемых системой диф­
ференциальных уравнений. Алгоритмы поисна группы 
преобразований не лишены трудоемности. Тан, при реше­
нии определяющей системы для уравнений трехмерной 
rаа()вой динамию1 нужно проинтегрироnать 680 дифферен­
циальных ураnноний. Однако большая часть 3той: работы 
представляет д.тrинные, монотонные арифметические нык­
лад1ш. Еще 20 лет назад Jl. В. Овслнниноn предлощ:ил 
норучить выполнение таRой работы ЭВМ. I-\ настоящему 
моменту создано множество систем ана.тrит11ческих пре­

образований (САП) на ЭВМ, позволяющих существенно 
облегчить работу по вычислению группы, допус1-шемой 
дифференциальными уравнениями. 

В начестве примера привсде.\1 расчет rруппы2 , допус-

н:аемой уравнением Vt = - Vxxxx - Vxx -Г V~. Во вто­
рой статье сборника обсуждались уравнения типа реак­
ция-диффузия, а таюь:е уравнение Нурамото-Цу:зуюt,; 
отражающее поведение широноrо :класса таких систем. 

Оказывается, ряд 1\.Юделей этого типа мо:1н.ет эффективно 
описываться с помощью уравнения для функции V, Rото­
рое часто называют уравнением Бурамото-Сивашинс­
ного. Оно также вознинает при анализе устойчивости не­
линейных волн в антивных средах, при :изучении ансамб­
!ТЯ связанных осцилллторон, в теории горенил и в других 

задачах. Его анализ сейчас вызывает большой интерес уче­
ных. По-видимому, это одно из наиболее простых урав­
нений, описывающих хаотические реш:имы в нелинейных 
средах. В данном случае от пользователя требуется лишь 
.задать список независимых и зависимых переменных 

(рис. 7), :координаты искомого инифинитезимального one­
raтopa («Простые фупнцию> - 3-я строка программы),; 

2 Расчет 11роводплея в ИТП1 АН СССР С. Р. Свирщевским по пан~­
ту 11роrрамм ~соф)'С», созданному М, д. Поповы~. 
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.' ' ' :!. ПРОГРАММА 

независимые перемениь1е т. Х; 
зависимые переменные V; 
простъхе функции АТ, АХ, AVj 
системы исх, опр; 

исх (DV t 4.ШХ t 4 = 
• (DV/DX) "'* 2 -DV/DT- DV t 2/DX t 2); 
группа Ли (исх, опр, АТ* D/DT +АХ* D/DX + 
+ AV * D/DV); 
пассив (опр, ~ 1 ~) i 
печать ( опр} ; · 

РЕЗУЛЬТАТ 

1) DAT/DT = ~; 
2) DAT/DX""' ~; 
3) DAT/DV = iJ; 
4) DAX/DX • ~; 
5) DAX/DV =И; 
6) DAX t 2/DT t 2 = ~; 
7) DAV/DT = iJ; . 
8) DAV/DX.: -{1/2) * DAX/DT; 
9) DAV/DV = ~i 
Puc. 7 

~задать исходную ,систему и обратиться к программе 
с.Группа Лю>. Б резущ,тате работы программы формулп­
руетсн: система определяющих уравнений,_ которая рас­
щешшется, упрощается и приводится к так называемому 

пассивному виду (все условия совместности системы Е 
lfeй содержатся). В результате получаем (время решенил­
около 3 мин), что исследуемое уравнение допускает еле· 
дующие операторы: 

Х 1 = д/дt1 Х2 = д/дх" Х з = д/дVt; 
Х 4 = tд!дх - (х/2)д/дV. 

Знание группы симметрии - группы доп,устимых пре­
обра аований - дает существенную информацию об и3у­
чаемой модели. R сожалению, эта инфор:мацин все еще ред· 
!'О используется «nрпкладникамш>. Теория и прант~ша не 
всегда идут руна об рун.у, а зачастую в разные стороны. 
lle вд11ва нсь в причины этого досадного феномена 1 отме· 
т11м, чrо дли nр1шпадных целей и не нужно владение тех· 
ни1юй группового ана.1иза, нужно .1Jишь уметь ИСIIОЛЬ· 
зовать готовую информацию. «Бум» группового анализа 
50-х годов привел к тому, что симметрия большинства ис· 
nользуемых на практи:ке еистем угаввений ущ.е изучена. 
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Списои: вычисленных групп преобразований длл многих 
~шдепей математической физики можно найти, например,; 
в [12). 

Заметим, qто использование симметрии системы урав­
нений не сводится :к получению частных, допусти:\1 инвари­
ttптных решений. Одним из мноrих 1 еще нс нсследовэнных 
до конца путей использования свойств симметрии системы 
дифферею~па.'Iьных уравнений является идея группового 
расслоения :\rно;нества решений. Суть его n слею'ю­
щем. Если известна группа Gr, допускаемая ,J.анной систе­
мой (S), то уравнения (S) можно равносильно предста­
вить в ви;::~;е двух систем, тан называемой автоморфной 
системы ураннсний (А) и разрешающей систю1ы (R). Та1\ое 
предстанление па зывается групповым расс.1оением систе­

мы (S) относительно допускаемой группы. 
При этю1 авто:морфпая система (А) 0G:1адает таним свой­

ством: любое ее решение по.тгучается из какого-либо одно­
го решения преобразованиями из Gr. Для разрешающей 
системы (R) все преобразования из G, япляются тождест­
nеннымп. Иначе говоря, система (S) расс.1аивается на две,. 
I'де н (А) сосредоточРна «вен симметрит> исходной системы 
(S), а в систему (R) «с.rшп1» вся несим:мотричность, пеип­
nа р иа нтность. 

Свойства автоморфной систе:м:ы (А) напоминают свой­
ства линuйnой систю.1ы - и не с.ттучайно: преобразованием 
переменных она мо;.нет быть сведена к линейной. Чем ши­
ре группа Gп допус:кае:~.~ая системой (S), те:\1 ;:~ффективнсе 
применение группового расслоения при изучении :коннрот­

пых задач. Ясно, что этот подход мотно прrаrепятъ и при 
;(руrих способах исслсдовапия, например при чис.'lенных 
расчетах систем дифференциальных уравнений. Зачем «та­
щиты> nопужную инфор~шцию о симметрии в расчетах, 
н:огда от нее можно избавиться? Это все ра:вно 1 что псчата ть 
обои, не используя попторяемостъ рисунна. 

Еще одно направление групповых методоп- это груп­
повой анализ нраевых задач. Здесь основной вопрос фор­
мируется так: каним условия~~ дош~шо удов.ттетворнть 

граничное :\шогообраапе для того, чтобы решение краовой. 
эСJдачи было инвариантным (или частично ипвариаптш,ш) 

решением: относительно группы Gr, допуснаеl\rой данной 
системой? Этот вопрос имеет большое значение для сис­
тем.~ содержащих сильные разрывы, например в с.1учnе 

у;:щрных волн в газовой динамике. 
Известно, что при практическом решении зада11 м:атс­

ма тичесной физики широко испо.11ьзуются численные м'!-. 
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тоды,, в частности нонечно-разностные. Внесение алгебра­
ической структуры группы в разностные схемы., подобно 
тому как это сделано для дифференциальных уравнений)] 
было бы ааманчиво, поскольну наде.11иJю бы разностные 
уравнения: свойствами, аналогичными свойстnам: цuффе­
рснциа.1ьной мо;з;ели, например свойства~ш консерваrив­
nости1 которых в настоящее время добиваются инымп пу­
тя:dи. 

Свойства консервативности разностных схеы, т. е. вы­
nолнепие разностных аналогов законов сохранения, fШ­

лнеrся столь н-•е фундаментальным понятием разностnы х: 
~'равнений., как и в дифференциальном случае. ВперDые на 
это обратили внимание А. Н. Тихонов и А. А. Самарсний. 
Пведение понятия консервативности в теорию разностных 

схем прпвеJ10 к созданию нового конструктивного направ­

ления. 

Развитие идеи нонсервативности привело к пошнию 

полной консернативности разностных схем (А. А. Самар­
ский" Ю. П. Попов,, 1958 г.). Требование по.шой консер­
вативности означает ныnолнение в разностных уравненн­

нх не только основных независимых занонов сохрапенип~ 

но такше и цоnо.:rнительпых соотношений, вырашающих 
баланс отдельных видов энергии. Схемы, построенные с 
учетом принципа по.1ной конс.ервативвости, особенно эф­
фективны при 11с11ользовании «rрубыю> сеток, а также 
в задачах с резко меняющимися во времени и про­

странстве параметрами. 

Следует отметить и по;:~;хоц к созданию физически адек­
ватных ра:шостных схем, основанный на использовании 
идеи с1в.1метрип, т. е. групповых свойств. Н. Н. Яненко 
и Ю. И. Шоюш предложили для этой цели испо:1ьзовать 
пш называемоо первое дифференциальное приближение 
разностных схем (ПДП) - дифференциальное уравненисf 
аани~шющее пршrежутоqное положение между исходным 

дифференциальным уравнением и разностной схемой е1·0 
решения. ПДП несет <юстаточную» информацию о разпост­
nой схел1е (например, весовые 1юэффициенты схе~~ы вхо­
цпr в Боэффициепты ПДП) и, являя.сь дифференциальным 
уравнением (или системой), 1шолне пригодно для техrпшн 
rpyпnoвoro анализа. Требование вы11олнения нритерия 
инвариантности для ПДП позволяет отобрать такие схе­
мы, ПДП иоторых допускает ту же группу 1 что и исхо,1-
ное дифференциа.Jьное уравнение. 

Идеи прикладной математики наводят на мысль о приб­
пшкенных групповых свойствах, ПрD.:кпн~а построеnиа: 
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приближенных моделей для исследованин сложных сис­
тем дифференциальных уравнений по ка зы па ет, что все у да {1-
ные с.тучаи упрощения системы характеризуютсп расши­

рением rруппы допустимых преобразований - модС.'IL­
ная система болео симметрична (простейший пример -
исс.-~едование многомерных задач с помощью одномерных 

моделей). Это означает, что более широкая группа мо­
дельной системы <шриближ('пно допускаетсш} исходной 
системой и переводит кашдое его решение <(почти в ее же 
решение)). Эта ваl\~анчивая задача разработни «приближен­
ного группового анализа)>, поставленная два десятиш~тил 

наi:1ад Л. В. Опсянюшовы:м, еще ждет своего констру1<:тип­
ного оформлеюш. 

Очень перспентивньш папраплепием группО[IОГО ана­
.::шва является теория групп Ли-Беклунда, поттвиnшаяся 
несRолыю ~Jет лазад в работах соnетских и зарубеашых 
матема тикоп и получившая вполне ЗаI{ОПЧенпое теорети­

чес1юе оформление в трудах Н. Х. Ибрагимова. Группы 
Ли-Беклунда обобщают точечные преобразования, о п:о­
торых речь шла всюду выше, на случай преоGразояапшr 
в бесконечномерных пространстпах, содержащих наряду 
с зависимыми и независ11мыми Пlс!ремепттыми вес производ­

ные до беснонечности. Группы Ли-Беклунда нозволи.~1и 
разрешить многие проблемы классического группоnого 
анализа С. Ли; с их ПО:\ющью удается найти и иеполъзо~ 
вать «скрытые с1вв1етрии» дифференциальных уралнений~ 
не доступные д.1я: класеичесного подхода. В иачестве при­
мера можно привести хорошо и::1вестное уравнение Н'.ор­

тевега-де Бриза (НдВ). Оназа.1ось, что соJiитоны - осо­
бый тип устойчивых решений этого уравнения -- нпляют­
ся инвариантными решениями с точки зрения групп .Ли­

Беклунда, допуснаемых уравнением l\дВ. Более тогоt 
с помощью групп Ли-Бенлунда удаетсн оченъпросто выс­
троить вею бесконечную цепочку занонов сохранения 
КдВ, ноторая раньше получалась с помощью метода об­
ратной sадачи рассеяния:. В настоящее время изучены мно­
гие дифференциальные уравненин с точки зрения групп 
Ли-Бенлупда. Прп этом выяснилось, что ураnнение 
J!Ибо пе допускает групну Ли-Беклунда вvобще, либо до­
пускает бес:конечное их число (таковыми лвляются nce ли­
нейные уранненпя и относительно небольшой набор не­
линейных уравнений, Rак, например, уравнение Кд13~ 
уравнение Бонне и др.). Это не теорема, а, так сназать 1 наб­
людаемый факт. Фант этот, однако, имеет далеко идущие 
следствия. В частности1 давно про.ведепная математиками 
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ограница»J делящая дифференциальные уравнения на 
линейные и нелинейные, быть может, не совею.[ точна. Эту 
границу надо .а по-видимо.му J upo вести мешду ура внеш1ями1 
допускающюш бесконечную группу (вее линейные ура~­
нения и нелинейные уравпения типа Kдll), и уравнениями.,, 
допускающюш лишь Rонечную группу (остальные нели­
нейные уравнения). Первый класс уравнений достаточ1:0 
доступен для традиционного анализа; второй нласс, ното­
рый можно на3вать (<истинно нелинейными уравненилми»1 
пона qто доступен лишьдшr численпых методов :\rатематини. 

Вычисление групп Jlи-Бенлун;J.а представляет собой 
существенно более трудоемкую аадачу по сравнению с nо­
иеном классических групп Ли. Здесь использование сис­
тем аналитичес:иих преобразований на ЭВ:\I Jinллется 
просто необходимым элементом группового ана.rrиза. 

В последнее время существенные достижения получе­
ны в поиске нело,.;а.1tы-tых сим.ttетрий дифференциальных 
уравнений; т. е. преобравований, содержащих интеграль­
ные компоненты. Примеры нелокальных си~1метрий.1 по­
лученных во многих нлассичесних моделях математичес­

кой физики, говорнт о том, что в скором времени будут, 
по-видимому, созданы теория и регулнрные алгоритмы 

поиска таких преобразований. 
Обобщая сназаююе, зю~етим, что групповой анализ 

в настоящее время nерешиваеr новый подъем. Это связано 
с более глубоким осмыслением математических моде;~сй 
и широким nровинновением идей математического моде­
лирования в физину, технику~ техно.1огию и производство, 

3. СПОНТАННОЕ НАРУШЕНИЕ СИММЕТРИИ 
И ЯВЛЕНИЯ САМООРГАНИЗАЦИИ 

Тебе дано бесстрастной мс_роn 
Измерить DCe, что видишь ты. 
Тпой взгляд - да б)'дст тверд и ясен. 
Сотр.в случай.1ше черты -
П ты увидишь: мир лрекрасеli. 

А. Б1101>а. Возмездие 

В этой главе мы рассмотрим примеры математических 
моделей, описывающих процессы спонтанного (самопро­
извольного) нарушения высокой степени симметрии фи­
зического состонния системы 3

• Эти процессы приводят· 

~ Самую Dысокую степень симметрпп в рассматр11ваемых памп 
случаях имеют те фи::шч~ские состояния, которые описываются 
н ростр а нствевно-о щю р одп ыми р ас11р е дел енлями таких макрос но­

пичсскnх характеристик. каl\ температура, скоростьt Бонцеюра.­
ция, 
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R возникновению так паэываемых диссипаrивпых cтpyR­
'IYP - высокоупорядоqенных образованийt об.1адающих 
определенной формой, харантерными пространственно­
временными «размерами». Физическое состояние систе~чы 
со структурами имеет более низную степень симметрии по 
сравнению с пространствепно-одпородным состонпие111 , 

Для возникновения процессоп самопроизвольного пару­
шенил симметрии с понижением ее степени система с не­

обходимостью должна быть открытой 1 т. е. актиппо взаи­
модействовать с окруашющей средой. 

В настоящее время пnлениn образования стру~тур ва­
ходнтсл в поле пристального вни~~аnин исследоuатслей 
различных специальностей. Биологоn эти явлш1ин ин­
тересуют в связи с вопросом происхождения жизни, проб­
Jiемами предбио.~огичесной эволюции, морфогенеза (тнанс­
образования); э:кологов - с точни арония познания законов 
образования и устойчивого фующионирошшия С.'Iожпых 
биоценозов; физиков и химиков - с точки арения соз-
11ани:я принципиально новых приборов и установок, по­
добных лазеру; технологов - в сnnзи с nозмшююстью nо­
вышепш:r ироизводительности старых и созданием новых 

пуге:й получепшr материалов с заданными свойствами; фи­
лософов эrи явления привлекают юш Примеры нетривиаль­
ного проявления категории «часть и целое». Математичес­
ное моделирование яв.1ений самоорганизации приводнт 
1\ интереснейшим классам задач для нелинейных дифферен­
циальных уравнений. По этой причине все большее чисJIО 
:математиков обращается к этим явлениям. У нас пет воз­
можности обсуждать все эти вопросы u настоящей статье. 
Заинтересовавшемуся чита тешо мы рекомен,цуем: список 
литературы. Наша цель показать, что «форма» С1'ру:ктур 
определпется устойчивыми нетривиальными иннариантны­
:\IИ решенинми простейших математилеских ~юделей нв­
лени:й самоорганиэацип. 

В настоящее nремя перечень еисте:и, прояпляющих при 
определенных условпнх тенденцию R еамоорганизацни 

расширяется. Это вихри Тейлора, лчей:ни Бспара и Мараr1-
гони в жидIШХ средах, Т-слои, Е- и И-волокна в низко­
температурной плазме, эффект пятнистости в экологип,, 
феномен полосатой окрасии шивотных, образование до­
.\Iепной струнтуры в твердых телах, спиралевиднан струr.;,­

тура еколов криеталлов, периодич:есняе хиыические ре­

:.нщи.и и др. 

В этом разделе :\t:Ы останови:\rс.я на трех мате:\~атичес­
rшх моделях процессов спонтанного парушенил симметрии 

ма:крохарантеристик отнрытых еистем, 
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-Явленме nериодическоrо бора 

Мы rн~чсзасм ..• Ва~ поглощает 
Волна др)тал, Gтоб миг блестеть, 
И солнце зыби освещает 
Волн, пр11ходF1щ11х умереть. 

В. Брюсов. Гребень rюлпь:~. 

Периодический бор, т. е. серил скачков r~тубины 
потоиа, наблюдается в открытых паклонных 1~аналах 
с шерохоnатым дном и представляет собой периодичес1~ую 
nолну с «шесткоil» недеформируемой структурой свобод­
ной поверхности (18J. Эта структура движется nниа 
по потон:у с постонппой сиоростью и состоит из серии сту­

uепен, соединенных участками гладкого течения (рис. 8). 
Картина нвления nериодичесиого бора напоминает дви­
жущуюся вниз лестницу эсналатора метро. Во~шы 
таного типа 11аблюдаются в природе, например в намеи­
ном водоводе, соединяющем поселн:и Грюпнбах и :Мер­
.т111ю·ен н Альпах. Авторы наблюдали периодический бор 
n шшлошrсш канале, располош:енно.\1 чуть uыше иснус­

ствснвого катка в Медео близ Алма-Аты. По этому навалу 
отнодRтея nоды, собирающиеся выше противоселевой 
llЛOTИIIЫ. 

Точении типа псриодичосного бора явлнютси нежела­
тслы1ыми в различного рода r11;J;ротехнических соору­

;1шнинх и поэтому приnлек.11и nни:ю1ние :исследовате­

лей-практиков. Это явление интересно и с общенаучной 
точки зрения нан пример автоволновоrо явления (само­
произвольного образовании волн). 

В любо\:1 11и навале может возникнуть автоволпа 
т11па периодического бора? Нет, не в любом. Во многих 
случаях при лостоянном расходе жидкости в напало 

устанаnливаетсн спокойное течонпе. Потон при этю1 
имеет 11остоянную глубину и скорость. Вероятноеть же 
наблюдения периодичесного бора nырастает с увеличение~I 
угла пан.r~она канала к горизонту. При больших накло~~ах 

Рис. 8 
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лоilш канала с.ила трения каR бы уже не в силах всюду 
сдержать действие ус.коряющей состав.rшющей - в ре­
зультате пространственно-однородный ПО'IО:Н: теряет устой­
чивость и растущие возмущенин трансформируются в 
по риодичесв:ую бегущую волну. 

Для определения условий воэпикнопения этого явления 
nоспользуемсл свойствами ннутреnпей симметрии его 
математичес:н:ой модели. Здесь будет рассмотрена самая 
простая моде~-:~ь, основаннан па уравнени:нх теории <с\1елl\0Й)> 
nо;(Ы. Первое уравнение :модели отрашает зан:он сохрапения 
массы жидкости, протекающей по юша.J1у: 

ht + (uli)x = О. (23) 

Второе уравнение модели яшшется одной из форм 
закона иаменени.н количества движения потока под дей­
ствием уснорнющей и тор~юзящей сил; 

Ut + иих + ghx = /1 - f 2 {и, h), (24) 

rде h (х, t) - глубина nото:ка; и (х, t) - его скорость; 
g - уснорение свободного падения. 

Ускоряющая сила / 1 постоянна, тормозящая сила, 
согласно заl\ону Шези, пропорциональна квадрату ско­
рости потока и обратно пропорциональна ого гдубине: 

f 2 (и, h) = cu2h-1 sign (и), с > О - coнst. 

Из ус.ловил равенства этих сил и условия постоянства 
расхода жидкости Q на входе n канал поJiучаем уравнения, 
определяющие г.тубину и сн:орос·rь uространствевно-од-
110родно1'0 потока; 

и (х, t) :=.:= и(), h (х, t) ::::= h 0 • 

Исследования показывают, что однородный поток 
становится неусrойчивым при бо;1ьших значениях с1ю­
рuети течения, определяемых ус.11овисм 

и 0 > 2 У gho. (25) 

Прн uыnо.rшепиn условия (25) случайные воамуще­
оня одноро,'щоrо nотона развиваются, усиливаются, 

о;щако приводят :к упорядоченной стру:кт~ ре во ;шы. 
Волна, как м:ы уа\е говори.1.и, распрос·rраняется с пос­
тоянной скоростью (обозначим ее :YJ}. 

Обратим вншшшие читателя на то, что система урав~ 
поний (23), (24) автоно.мна, другюш СJювами, ее запись 
не содержит в явно:-.1 виде вре~ш t. Запись исходной систе­
:.\tЫ не с.одер~ ~ит в fШНОМ виде переменную х. Следоnа-
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тельно, она имеет инвариантное решение типа бегущей 

волны. Это частное решение уравнений (23), (24) вида: 

и (х1 t) = U (s), }i (х, t) = Н (~), 6 = х - 5'Jt. 

По существу, это стационарное решение исходных урав­
нений в системе координат, движущейся со скоростью JJ. 
Инвариантное решение типа бегущей волны о данном 
случае определяетсн следующюш уравнениями: 

d:: = Н3 [/1 - f 2 (Н, Ш)] [H3g - (и0 - 5J)2 h~p. 

И = [h 0 ur> - fJ) (Ji 0 - Н)]! Н, (2G) 

в которых и0 , h 0 - скорость и глубина однородного nо­
тоиа. Для уравнений (26) сформулируем: аадачу: найти 
условия существования нетривиальных периодических 

решений 

Н (6) = Н (~ + Л), Л>О, Н I0$h 0 , s Е [0, ЛJ (27) 

и скорость распространения периодичесной волны !!IJ. 
Пз теории дифференциальных уравнений известно, 

что обыкновенное дифференциальное уравнение первого 
порядна не имеет шшрерывных периодичесюrх решений. 
Иначе говоря, задача (26), (27) не имеет нетриви­
альных решений в классе непрерывных функций. Отсут· 
ствие чатемат11ческоrо решения задачпJ при на.1ичи ;1 

решенип в природе означает, что сформулированная 
математическая модель не верна. Где может быть ошибка 
или неточность? Либо в формулировке исходных уравне­
ний, ,~ибо при формулировке 3адачи длн этих уравнений. 
Верне)IСЯ к рис. 8\ на которо}1 изображена структура 
течения: периодически расположенные боры (сRачки по­
верхности) соединены участками гладкого течения. На 
математическом наьше скачон означает разрыв первого 

рода. Тан, само яв.1ение подснаэывает, что решение зада­
чи (26), (27) надо иснать в классе нусочно-непрерывных, 
а не в к.;~ассе непрерывных фующий. Приче:\1 из физи­
ческих соображопий нсно, что на разрывах должны 
выполняться условия сохранения потона массы ншд­

Rости и потона ко.'lичества движения. С учето~1 этих 
вамечаний можно переформулировать условия задачи и 
ннйти ев нетриви:а.11ьные решения. Оназывается, что 
1<усочно-непрерывное периодичесRое решение за~ачи (23) 
существует лишь при D = и0 + i. gh 0 и если выполнено 
условие (25). Итак, периодичесное решение существует 
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Рис" 10 

при неустойчивости пространственно однородного пото­
на (рис. 9, а). При выпо:шении условия (25), по.мимо 
периодичесного решения 1 существует так называемая 

уединенная волна - решение уравнения (26), удовлет­
воряющее граничным условиям (рис. 9, 6): 

lim н ш = ho, [] (fo) = lio, н (s) $о(). 
t-+-cc 

"Уединенная волна распространяется со сноростью, боль­
шей, чем у периодпчесвой волны. Мы уже знаем, что во 
многих с.1учаях инвариантн~е решения, являясь в точном 

смысле частными решениями аадач, с достаточпо высокой 

степенью точности описывают асимптотику решений этих 

задач. для широ:коrо 1шасса начальных данных, И в дан ... 
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n м случае уединенные и периодичесние волны являются 
основны~и элементами решения задачи Коши д.1н псход­
rшх уравнений (23), (24). В этом легко убедиться с ПОI\Ю­
щыо численных экспери:\1ентов. Численные расчеты за­
дачи Rоши пов:азали, что развитие случайных возмущений 
неустойчивого пространстnенно-однородного потока при­
водит н возникновению как периодичесной, так и уеди­

ненной волны (рис. 10). На развитой стадии процесса 
волна состоит из двух частей: «I'оловной» и «хвостовой». 
Головная часть представляет собой уединенную во.'Iну, 
хвостовая - периодическую. 

Итак, при оnреде:1енных условиях спонтанное нару­
шенпо сш1-1метрии мшкет рождать устойчивую струнтуру 

в виде волны. 

Эффект Марангони 

В чем эак.чючается эффект Мараягони и где его можно 
наблюдать? 

Представьте себе п;;~осtшй с.1ой жид:кости, аанлюченный: 
между свободной и твердой поверхностюш (рис. 11). Пус1Ь 
над ж11дностью находится ras, содерrн:ащий поверхност­
но активное вещrсшо (ПАВ), ад.сорбирующееся на поверх­
ности жидкости п растворяющееся в ее объеме. Поверх­
ностно активным на3ывается вещество, меняющее коэф­
фициент поверхностного натяжения жидкости, например 

намфара, моно:этаноламин и т. п. 
Предпо:~ожи~. что на поверхности имеется: область 

с повышенной концентрацией такого вещества. Если 
с ростом его ионцентрации коэффициент понерхност­
ного натяжения уменьшается, то вознинают силы, на­

правленные вдоль поверхности ilшд1юсти и стремнщиесл 

увеличить п.1ощадь области с повышенной нонцентрацией 
ПАВ. Вспомните школьный опыт с легкой лодочкой, 
и корме которой принреп~ена рамка е кусочком камфа­
ры. Если лодочку опустить в сосуд с водой, то опа начи­
нает быстро двигаться по поверхности. Двигает JJодочну 
сила, стремящаяся уве.Тiиqпть площадь пятна, поRрытого 

намфорой. При этом свободная энергия системы стре­
мится к минимуму. Если же вещество таново, что с росТО}( 
его концентрации :коэффициент поверхностного натяже­
ния увеличивается, то nо:шикают с11.Тiы~ стремнщнесн 

свести площад.ь поверхп[)сти, занятой И:\1, к минимуму. 
Поверхностная сила вызывает движение приповерх­

ностных слоев жидкости, ноторые из-за вяз.кости, в свою 
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очередь, увлекают более глубокие слои. Возникает нон­
вективное двин'\ение жидкости. 

Ес.~и подвод химической энергии ПАВ превышает 
расход на диссипацию кипотичес.кой энергии 3а счет 
вя3Rостп, то в системе га3-ашд1юсть возмо;н:но спон­

танноо возниюювение незатухающе~'о нонвект:ивного дви­

:ш:ени.н, выаnанное флю:ктуациями н первонача.11ьно по­
коящейся жидкости. Это II есть эффент Маранrони:. Если 
же подвод хпмпчес:кой энергии но вел1ш (н.оэффиц11ент 
nонорхностпого натна-;.ениn слабо зависит от 1шнцентра­
ции ПАВ, либо процесс адсорбции ПАВ происходит вяло), 
то случайно лознпкшес в слое жидкости движение аату­

хает со временем. 

Эффект Маранrони паб:1юдается также пблизи 1\Iеш:­
фазной понерхности, рааде.~яющей слои несмешиваю­
щихся шидкостей, при диффузии nещества, ум:еньтпаю­
щого поверхностное натяжение, из фазы с меньшим 

ноэффицшштом диффузии п большей нипематичесиой 
1JН3КОСТЬЮ. 

Это явление было впервые оппсано n литературе более 
130 лет назад. В настонщео время предполагается его 
нспользовать для интонснфикацпп процесса массопере­
носа в системах rаз-ншд1-tость и ;н:идкость-жидкость. 

Дело в то:м, что процесс, например переноса компоненты 
газовой фазы n жидкос.ть, н.ак правило, .т~имитируется 
величиной ноэффициента диффузии п жид1юсти. Одна1ш 
если в жидности вознино.ет кшшективное движение, то 

потон вещества, попадающего в жидкость, возрастает 

за счет ;:~того дв:ин;ения. 

Развитие неустой:чнnости l\'1арангою1 на грапицс двух 
фа:з может приnодить Б образованию стационарных дис­
сипативных струнтур - Rонnективных ячееR. На рис. 12 
изображены трnентории дншненпя мелю1х нзnешенных 
в жидкости частиц (а) и расп:реде.чение :концентрации ве­
щества, растворенного в ш:идкости (6). Для того чтобы 
поставить ::>то лв.1ение са:'lюорганизации на слу;.нбу интен­

сиф1шации, необходп1110 нзуqить процессы в рассматриnа­
емой системе. Исследоnание мошно проnодить с помощью 
натурного ~шспср1шента. Наиболее полную информацию 
моа~но по.1учить на пути сбаланеированного сочетания 
средств натурного и вычпсшпе:1ыюго экспериментов. 

Что может дать n данном: случае математическое моделиро­
вание? На этот вопрос мы ответи.м после описания модели 
процесса в СПСТО:\lе гаЗ-iЮIДRОСТЬ. 

В основе ~штематичесиой модели процесса .:1ежи1 
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Рис~ 11 

система уравнений Навье-Стонеа 1 диффузии, теплопро­
водности. Уравнения Навье-Сrокса описывают движе­
ние нес1-1·ап1аемой вяз:кой шидкосп1 в с.1ое под действием 
повrрхностных сил, вызванных градиентом концентрации 

ПАВ. Уравнения диффузии описывают полн концентра" 
ций ПАВ и других поверхностно-неактивных веществ. 
растворенных в жидности. Уравнение теплопроводности 
ош1сывает распределение тешта в слое. Источнюш или 
стони тепла могут быть обусловлены энерговыделением при 
адсорбции и химичееких реанциях между номпоненташ1 

раствора. 

Система уравнений дополняете. я граничными ус.'1 о в и ям и. 
Граничные условия содержат информацию о характере 
взаимодействия рассматрпваемой системы с окружающей. 
средой. 
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Нан определить условия, при которых nоз~юшпо спон­
танное зароащение диссипативных струнтур .Марангони 
в слое поноящейся жидкости? Ответ на этот вопрос 
:может быть получен в результате анализа устойчивости 
состонrшя по1шя в слое. Для исследоnапия устойчивости 
исходные нелинейные уравнения липеаризуются в окрест­
ности етациопара 1 соответствующего состоянию покоя. 

3ате~1 определяется решение линейных уравнений и 
ус.ловил, при которых начальное DО8.\1ущепие состояния 

покои возрастает. О1шзы:nается, что неная безразмерная 
1.;:омбипация, называемая числом Марангони (Ма), опреде­
ляет, возмонша ли спонтанная конвенция. Сущест~ 
nует нритическое значение Ма*. При с.верхнритически.х 
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:значениях этого пара~~:етра Ма > Ма* возникает нонве.к­
'Iивное движение. При Ма < Ма* начальные флюктуации 
в nоноящейся жидкости затухают. 

С помощью математической модели .можно исследо­
нать поля точениi'1 и полл нонцентраций растворенных 
веществ, вычис:шть потоки через межфазную поворх­
ность при наличии конвекции :Марангони и беа нее, 
наконец, вычислить, во скольно раз увеличивается 

11а~:соперенос из одной фазы в другую. Вел эта информа-
11ия: получаете.я в результате численных расчетов на ЭВ~I. 
На рис. 13 приведены линии уровня функций тона 
(левая серия рисупнов) и линии уровня концентрации 
рас.творенного вещества (правая серия рисунков). Н:аждал 
пара рисуююв (левый и правый) соответствует состоянию 
систе.\1Ы в определенный момент времени. Верхняя пара 
рисунков соответствует начапьному состоянию, нижняя -
конечному. В начальный момент вре~~.ени в слой по-
1\Оящейся жидкости (с линейным по l'лубине стационар-
11ым распределение~~ концентрации ПАВ) внесли возму­
щение в виде :напельии. Возмущение uызвало движение 
жидности и деформацию поля концентращ1й. Слой: 
стал постепенно запо.1нятьсл рождающимися вихрями. 

Через достаточный промежуток времени установилось 
стационарное ионвективное движение. Это движение суще­
ствует б."lаrодарл подводу ПАБ из газовой фазы. Рас­
четы показали, что при сверхкритичесиих значениях чи­

сел Марангони за счет яв.1ений самоорганизации мас­
соперенос ПАВ мошет возрастать на 150~250%. 

При слишном больших сверх:критичесю1х значениях 
числа Марангони стационарное :конвективное двиш·ение 
может о:казатьсн неустойчивым и в системе возникает 
турбулентное движение. Интересно, что в системе газ­
шид:кость маломо;з;овое приближение приводит к хорошо 
известным уравнениям Лоренца, которые при определен­
ных ус.11овю1х имеют странный аттрактор. Существенно 
ли усиливается массоперепос в таких условиях? Иссле­
дование та:ких моделей показало, что, несмотря на воз­

юпшовение странного аттра:ктора 1 ассоциирующегося 

с турбулентным движением, средние за большой промежу­
ток времени значения истона вещества через межфазную 
поверхность практически не отличаются от потоков в не­

устойчивом стационарном :нонвентивном движении. Это 
связано с тем, что хаотические колебания <ш среднем~> 
происходят в оRрестности стационарного конвективного 

движения. Выводы, полученные на основе нычи.слитель-
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пого энсперимента, используются для планирования 11а­

турноrо 3Ксперимента. 

Нюше отношение имеет данный пример н рассматри­
ваемой n данном разделе теме? Самое непосредственное. 
~понтанное :возникновение упорядоченпоl'о конвекrиnпого 
движения из состоnния поноя сопровождается понищс­

писм степени симметрии в манроскоnнчес:кой системе. 

Почему туловище гепарда пятнистое, 

а хвост полосатыйl 

Ответ на вопрос будет дан ню:ке, а сейчас наша це:~ ь -
uоказать, что матем:атическая модель, состоящая из 

дну х уравнений диффузии с нелинсйны~ш nраны.ии ча­
етями, ~южет предсназывать устойчивые картины онрае- ~: 

нп мехового покрова, nо;~обные тем, кание набJJюдаются ; 
у некоторых животных. По мнению учепых, существует ~ 
некоторый единый и еще не изученный механиз~r, способ- ~ 
uый обеспечить разнообрааие структур окрасни у нред- f 
ставителей семейства ношачьих, зебр 1 ширафа и других ~ 
it\ИВОТНЫХ [8]. ~. 

Окраска животных вызвана присутствием rрану д 

пигмента ме.1анина в их коашом nонрове и.т1и шерсти. 

У l\Шекопитающих есть в основном два вида меланина. 

Один из них дает черную или Rоричневую окрасну, другой 
вызывает желтую или красновато-оранжевую. Меланин -
высокомолекулярное соединение и синтезируется из сое­

динений, имеющих меньший моленулярный вес. Его 
синтез является сло/l\пым многоста;::щйпы:м процессом 
и в настоящее время недостаточно изучен. Тем не менее ;­
осноnной эrап процесса ((раамеrки~ 1<артины мехового t· 

u t; 
покрова некоторых животных, например представителеи ~ 

семейства кошачьих, можно рассмотреть с помощью ;; 
простейшей математичесной модели следующего uида: • 

s1 = Лs + 'Vg (s_, а), 

а1 = ~Ла +у/ {s, а), Л = д2/дх2 + д2/ду\ (28) 

где s и а - концентрации меланина и его предшественпп­

ъ.а, участвующие в реакции синтеза; g (s1 а), f (s, а) -
снорости производства веществ S и А; ~ = Da/D~ -
отношение коэффициентов ;:~.иффузпи на поверхностн. 
М отно считать 1 что ~ > 1. МножитеJlь 'V следует рассма 
три.вать как параметр раэмера области. Это означае 
что для области с определенной геометрией и хара 
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--~--'-----------.....-i> ,.., !' 
J' > 5..., +&, ~ > tf-V?jJNIJt' 

.f< J' .._~, '> 11-kлр~ 

Рисе t.4 

терным раэмером l мы можем положить у = 1" 
Рассматривая подобную ей геометрическую область с 

хараЕ.терным равмером L" мы полагаем у = f LJ l. Таюне 
сущеетвенно 1 что g (а,, s) и f (а,, s) таиовы, что существует 
стационарное решение s(x, у,; t) = St а (х, у, t) ;::;:::::::: ii, ОТЕе­
чающее nространстnенно-однородной окраске-фону~ на 
Rотором природа рисует узор. Мы будем считать, что в тех 
об:~астях поверхности, где s>s, реализуете.я более темный 
цвет. Если тривиальное стационарное решеие s (х, у 1 t) ;::::::::; 
== s, а (х, у, t) = ii устойчиво, то узор не возникает. 
Вознюшовение узоров у пятниtтых и полосатых с ма­
тематической точии зрения связано с потерей устой­
чивос1и проетранстnенно-однородного решения исходных 

уравнений. Эта неустойчивость может перерасти в стацио­
нарные диссипативные структуры конечной 8:мплитуды,; 
ноторые пас сейчас интересуют больше ocero.,. так юш. 
и~~евно они определяют рисунок мехо:вого покрова. 

Заменим истинную «выкройну); шкуры хищвина 

(рис. 14) на модельную. Рассмотрим отдельно хnост и 
туловище. В качестве модели кожного покрова хвос'Iа,: 
а та:юне туловища выберем боновую поверхность усечен­
ного ци;~ипдра радиуса r и длины l. Различие между хво­
стом и туловищем заключается в том, что отношение радиу­

са н длине у хвоста значительно меньше, чем у тулови­

ща. Запомните этот фант. Он имеет решающее значение" 
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1\Iодвль выкройни хвоста и туловища в переменных у r 
и z имеет вид прямоугольника. В этой области и решается 
нраевая задача для уравнений (28). По у вададим периоди­
ческие граничные условия; 

s (О, z, t) = s (2лr, z, t), а (О, z, t) = а (2лr, z, t), 

дs \ Ds l 
7fY У=О =ау Y=2'1r' 

да \ (}а 1 
оу _У=О =ау У=2:Тr ' 

а на «торцах>! туловища или хвоста - условия отсутст· 

вня потоков вещееrв А и s:, 

~l =!!___\ =~\ =~\ =0. 
д;, •=О дz i=l дz [z:=o дz \z=l 

С помощью такой модели приступим к расследованию: 
причин пятнистости и полосатости. Прежде всего аада;:~;им/ 
пнше вопросы. При каких усJювилх rривиальпое стацио­
нарное решение теряет устойчивость и чем определяется 
«размепш» рисунка мехового покрова? Для ответа на -
эти 13оnросы ~юшно линеар1IЭовать уравнения (28) в ок­
реетност11 пространственно-однородного стационара. По­
лученные линейные уравнения описыпают эволюцию на­
чальных возмущений и = s - s и v = а - а. Решения 
уравнений имеют вид 

~ с '·m нtи !l= ~ т,не ' m,n\ 
m,n 

о- "1 С e"-m, нtv " - LJ m, n tл, n1 
11!, п 

где Лm, n - собственные числа; U т, ni V m, n - собствен-· 
вые функции некоторой .т~инейной аадачи. 

СобстDенная фующия., например U т, ni. имеет вид 

И т, н = cos п;п z [ cos ( + п) -+- siн ( ; п) J , 
rде m, п - произво.lьные натуральные числа (номера 
собственных фующпй); l - длина хвоста и.1и ту.rювища; 
1· - l!Io радиус. 

Если Не Лm, п >О по нрайней море ДJIЯ одной пары 
це.1ых чисе:1 т и п, то с ростом врю.шни величина и эке­

nоненцшшьно растет, что означает неустойчивость ста­

ционарного решения. При ЭТО~1 в тех областях, где и> о); 
понерхность темнеет (по.иппте, мы договорпли:сь занра­
сить темным те области nонерхносrи:, г;::~;е s > s). Та:ким 
uбразо~r, при неустойчпвости: пространстnепно-однород- 1 
ного решенпя <шроянляетсш> рисунок окрасю[ живот-~ 1 
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ного. Если Re Л.m, п <О для всех т и п, то и~ О, и даже 
существующий рисунон: со временем «выцветает)>. 

Мопшо показать, что Re Лт. n > О при оыполнешш 
условий 

~+!1..<о !!...!!!__!1_~>о, 
дs аа ' дs да да дs 

J3~+~>0, s=s, a=d as да 

для тех т и п, для которых справедпивы пераllенстна 

(29) 

где 

ф __ 1 {R f)g + !.L+ [(А дg + !1_)2 ~ 
± - 2~ 1"' дs да - t-' дs ov. 

- qA ( ~g дf - дg !L)J '/:} 
JJ us да да 88 ' 

б=l/r. 

Неноторые воэможпые вариантьr рас1\раски предствв­
лены на рис. 14. Для нас будет сущеетвенны:м, что при 
п = О и т >О раскраска полосатая. При переходе п от 
нуля к единице темное Rольцо с.качноl\( превращается 

в два полукольца. При переходе п от единицы к двойке 
полукольца превращаются в два пятна. При переходе 
от 2 н 3 два пятна превращаются в три пятна и т. д. · 
Оказывается, что зти переходы можно связать в на~~й 
модели с ив:менением б. 

Если у настолько мало, что min (л2 , 6 2
) > уФ,_, ус;ю­

вие (29) не выпо:шяется нп при каких т и п, отличных 
от пуля, и, еледовате.'Iьно, неустойчивость не имеет .\tеста. 
Сделаем первый вывод: с ростом размеров уве.г~ичиваетсн 
вероятность неустойчивости. Мы надеемся, что читатель 
помнит смысл параметра у. Пусть '\' - фиксироuанное 
число, достаточное для развития неустойчивости. 1\ак 
nлияст на раснраену величина 6? 

Пусть &х.в наетолы:.о веJ1ино 1 что nыпо.1няются вера~ 
венства 

'\'Ф _ < т~п2 < vФ + 

н не выполняются неравенства 

)'Ф_ < m~=i 2 + б2 < уФ+. 
В этом случае хвост будет полосатый. Собственная 

функция с Re Л > О имеет номер (moi О). Повлтпо" что 
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nри меньших вначениях величины Ь,, что соответствует 
•1уло1шщуJ моп~но найти таиие вначен11н т '=/=О и п * O.v 
nри которых Re 'Л >О. Если юшчения т и п близки 
11 достаточно nелпки, 'ТО туловище имеет пятнистую рас­

нраску. Вот почему туловище гепарда пятнистое., а хвост 
1юдосаrый:,, 

Итаи.1 узоры раснрасни ншноrных могут быть с.1ед­
стnием спонтанного нарушения симметрии. Сама рас­
краена может яв.r1ятьсн стационарной диссипативной струк­
'l·урой. Как и ног да формируется таная струюура? 

Исследования показывают, что рисунок раскраски 
Dознюшет в период эмбрионаJ1ьноrо развития, причем 
Jie сразу. Тан., у жирафа он появJшется приблизительно 
на 100-е сутки бере)1еnности. С чем это свюзано? Это 
сняsано с веJшчиной параметра у. Пока эмбрион мал, 
Мало II значение )' 11 НИ при RаКИХ m =f:-- 0 И n # 0 Не 
выполняются условия (29). По мере роста плода растет 
и '\', п условию (29) удовлетворяет нее большее число 
наборов собетnенных фушщий е т =::/=О, п =::/=О. 

Собственные функции ливейно1'0 оператора дают лишь 
(iраа~~етку» поверхности, а окончательный рисунок за­
висит от нелинейностей в правых частях ураннсний (28). 
Эти нелинейности производят отбор кандидатов на ри­
суноl\ (1'андидата:ми яш1яются собственные фун1щии J1и­
нейной аадачи) и превращают их в новые нетривиальные 
стационары. 

Напомним., что стационарные решения лnляются част­
ным с.11учаем инвариантно-групповых решений. n данном 
примере именно они оnисынают структуру рисую(а, 

:Итд.и, nоисн и анализ наиболее си:мметричных (ин­
вариантно-групповых) решений математической моде.пи 
nозво.11нют определить «финальные» формы процесса сnон­
а·d1шого нарушения симметрии. 

Зшшпчиnая иал о:шение неисчерпаемой темы, аnторы 
дают себе полный отчет в том, что множество важных и 
ю1н•r ::свых применений многолииой идеи симметрии-аеим­
метг~~п в иеследовании не.линейных нв.т~ений остаетсн за 
ра!-.Ш<~ми настоящей статьи. 
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